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1 Problemstellung

Sind zwei konzentrische Kreise, d. h. solche mit gleichem
Mittelpunkt (o. B. d. A. Ursprung) und Radien rI und rA
mit rA > rI > 0 gegeben, so nennen wir den Kreis mit Ra-
dius rI den inneren und den mit Radius rA den äußeren
Kreis; den Kreis (mit gleichem Mittelpunkt) und Radius
r = (rI + rA)/2 nennen wir den mittleren Kreis (siehe Fig.
1). Ist umgekehrt der mittlere Kreis gemäß

vorgegeben, so erhalten wir, wenn der Abstand des in-
neren und äußeren Kreises vom mittleren Kreis ±d
(0 < d < rI) sein soll, für den inneren Kreis

und für den äußeren Kreis

und es gilt

d. h. der mittlere Kreis ist Mittelwert von innerem und
äußerem Kreis.

Beim Minimum-Zone-Problem für den Kreis ist eine
Punktemenge in der Ebene gegeben, die von einem in-
neren und einem äußeren Kreis mit minimaler Radien-
differenz 2d eingeschlossen werden soll. Wir stellen die
Frage, ob das Minimum-Zone-Problem auch für andere
Kegelschnitte, also (bis auf Entartungen) für Ellipse,
Hyperbel und Parabel sinnvoll formulierbar ist. Zu die-
sem Zweck setzen wir das unbekannte d zunächst als be-
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2 Ellipse und Hyperbel

Wir gehen von der mittleren Ellipse

aus o. B. d.A. mit dem Ursprung als Mittelpunkt und
ohne Drehung. Wir suchen für jedes t ∈ [ 0, 2π)zu (x(t),
y(t)) einen Punkt (xE, yE) = (xE(t), yE(t)), E ∈ { I, A} auf
der Normale in (x(t), y(t)) derart, dass dieser im Inne-
ren (E = I) oder im Äußeren (E = A) der Ellipse liegt
und von (x(t), y(t)) einen gegebenen Abstand d mit 0 <
d ≤ min(p, q) hat. (Für das Minimum-Zone-Problem
würde man noch ein minimales d, so dass die soeben de-
finierten inneren und äußeren „Ellipsen“ gegebene
Punkte enthalten, zu bestimmen sein.)

Die Tangente an die mittlere Ellipse im Punkt (x(t),
y(t)) hat die Steigung

kannt voraus und definieren den Begriff „konzentrisch“
so, dass er der Situation beim Kreis entspricht, nämlich
dass die beiden Strecken, die man erhält, wenn man eine
Normale in einem Punkt (x(t), y(t)) eines Kegelschnitts
errichtet und diese mit der inneren und äußeren Kurve
schneidet, gleiche Länge 1 haben (siehe Fig. 1 für den
Kreis).
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weshalb dann die Steigung der dazu senkrechten Nor-
malen

ist. Somit lautet die Gleichung der Normalen in (x(t),
y(t)) mit dieser Steigung

Nun soll (xE, yE) auf dieser Normalen liegen, was

ergibt. Weiter soll der Abstand zwischen (x(t), y(t)) und
(xE, yE) gleich ±d sein, was

bedeutet. Setzt man (7) in (8) ein, so erhält man

was unter nochmaliger Verwendung von (8)

ergibt. Aus anschaulichen Gründen bei xE und bei yE zu-
sätzlich wegen des Vorzeichens der tg-Funktion in [0, 2π]
ist dabei für E = A das Vorzeichen s gemäß

zu setzen und für E = I muss s durch –s ersetzt werden.
Wie beim Kreis ergibt sich die mittlere Ellipse als Mit-
telwert der inneren und äußeren Kurven (xI(t), yI(t)) und
(xA(t), yA(t)), nur dass (9) und (10) eben keine Ellipsen
darstellen! Die Abweichungen zu einer Ellipse sind
umso größer, je mehr

p
q von Eins abweicht; für p = q = r

wird aus (9) und (10) für E = I (2) und für E = A (3), d. h.
unser Vorgehen ist mit diesem Grenzfall konsistent.

Fig. 2 zeigt für p = 5, q = 3 und d = 1 die mittlere Ellipse
nach (5) (ausgezogen) und die innere und äußere „El-
lipse“ nach (9) und (10) (gestrichelt).

Es ist klar, dass für eine Hyperbel

die Betrachtungen ganz analog verlaufen.

3 Parabel

Eine Standardparabel mit Brennpunkt (a, 0) durch den
Ursprung wird durch

bzw. parametrisch durch

x(t) = at2

y(t) = 2 at (0 ≤ t < ∞)

beschrieben. Dann ist die Steigung der Tangente in
(x(t), y(t)) gleich 1/t und die der Normalen gleich –t. Mit
derselben Rechnung wie bei der Ellipse erhalten wir

wobei für die innere „Parabel“ (E = I) s = 1 und für die
äußere (E = A) s = –1 zu setzen ist. Mit

kann man (14) auch in der Form

schreiben. Wieder ergibt die Mit-
telwertbildung (4) die Ausgangs-
parabel (13). Aber wieder stellen
die Formeln (14) für E = I und E =
A keine Parabeln dar!

Fig. 3 zeigt für a = 1/2 und d = 1 die
Ausgangsparabel (13) (ausgezo-
gen) und die innere und äußere
„Parabel“ (gestrichelt).

4 Schlussfolgerung

Da es keine konzentrischen Stan-
dardkegelschnitte (außer Kreise)
gibt, ist klar, dass dies auch für sol-
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che in allgemeiner Lage (Translation plus Drehung) gilt,
ebenso für andere geschlossene Kurven wie z. B. die
Astroide nicht und ebenso nicht für räumliche Kegel-
schnitte (außer Kugel) wie z. B. das Ellipsoid.

Damit macht die Minimum-Zone-Fragestellung für ge-
schlossene Kurven und Flächen (außer Kreise bzw. Ku-
geln und Geraden bzw. Ebenen) keinen Sinn, sofern die
inneren und äußeren Kurven bzw. Flächen vom selben
Typ wie die mittlere sein sollen.
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Zusammenfassung
Die Bestimmung von zwei konzentrischen 
Kreisen bzw. Kugeln und von zwei parallelen 
Geraden bzw. Ebenen, die eine gemessene Punk-
temenge enthalten und minimalen Abstand ha-
ben, gehört zu den Standardaufgaben [1, 2, 3]
der Koordinatenmesstechnik. Wir versuchen
diese Fragestellung auf konzentrische Kegel-
schnitte (außer Kreisen) zu übertragen und stel-
len fest, dass solche Kurven leider keine Kegel-
schnitte sind.

Abstract
The determination of two concentric circles or
spheres and of two straight lines or planes, which
contain a measured set of points between them
and have minimal distance, belongs to the stan-
dard tasks of computational metrology [1, 2, 3].
We try to put this question also for conic sections
(except for circles) and state that the correspond-
ing concentric curves sorrily not are conic 
sections.

Vandalismus am Kronstädter Pegel
Von der Beobachtungs-
dauer her (seit 1777) ist der
Kronstädter Pegel (auf der
Insel Kotlin in der Kron-
städter Bucht des Finni-
schen Meerbusens, vor St.
Petersburg) der älteste in
Russland und nach Amster-
dam (seit 1700) und Stock-
holm (seit 1744) der drittäl-
teste in der Welt. Aufgrund
des Beschlusses des Minis-
terrats der UdSSR vom 7. 4.
1946 wurde sein Nullpunkt
Ausgangspunkt des staatli-

chen Nivellementnetzes und
des einheitlichen Baltischen
Höhensystems. Heute dient
er für Niveaubeobachtun-
gen und zur Sicherung der
Höhenangaben.
Er befindet sich in der Ob-
hut des Föderalen Dienstes
Russlands für Meteorologie
und Umwelt. Für die stän-
dige Verbindung des Pegels
mit dem staatlichen Ni-
vellementnetz ist der Fö-
derale Dienst für Geodäsie
und Kartographie verant-

wortlich, für den techni-
schen Zustand der Brücke
am Kronstädter Umlei-
tungskanal – an der sich der
Nullpunkt befindet – sind es
verschiedene Ingenieur-
dienste von St. Petersburg.
Eine Koordinierung dieser
Arbeiten fehlt jedoch. Da-
mit und in Anbetracht der
heutigen Situation in Russ-
land wird dem Vandalismus
am Pegel Vorschub geleis-
tet. So ergaben sich im letz-
ten Jahrzehnt Mängel an der

Einrichtung des Pegels. Ver-
schiedene Teile wurden zer-
stört oder entfernt. Der Fö-
derale Dienst für Geodäsie
und Kartographie Russ-
lands wurde nun gebeten,
Arbeiten zur ordnungs-
gemäßen Wiederherstellung
des Pegels zu finanzieren.

Aus: Kronštadtskij futštok i
vandalizm. Von Bogdanov,
V.I. – Geodez. i Kartogr.,
Moskva (1999) 11, S. 24–27
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