Differentialgeometrische
Betrachtungen der biharmoni-

Eberhard Mittermayer, Berlin

Grundlage der geometrischen Losung der Merca-
tor-Abbildung der Kugel in der Ebene als Projek-
tion sind Raumkurven (y = const., 7 = const.)
(Mittermayer, 1999a). Diese Raumkurven sind
der geometrische Ort zweier Flichen y = const.
und 7 = const., die eine partielle Differential-
gleichung 4. Ordnung erfiillen. Es ist die biharmo-
nische Differentialgleichung. In diesem Beitrag
werden die differentialgeometrischen Eigen-
schaften der Flichen y = const. betrachtet.

1 Einleitung

Mit der isothermen Mercator-Liange [ und der isother-
men Mercator-Breite g der Kugelfldache r = const. sind in
zweidimensionaler Betrachtung die Groflen y und 7

g = r-{ @)
zZ = r-q (2)

metrische isotherme Mercator-Koordinaten (Lagekoor-
dinaten). In dreidimensionaler Betrachtung erkennen
wir mit der Mercator-Linge / und der Mercator-Breite g

[ = arctan (%) (3)
g = artanh (;) (4)

r = yz?2+4+y?+ 22 (5)

in y (1) und z (2) Ortsfunktionen kartesischer Koordi-
naten

g = r-l = /2?2 +y?+ 2% arctan (g) = const.| (6)
T
Z = r-q = /2?4 y?+ 22 artanh (;) = const.| (7)

implizierte Darstellungen von Flédchen, die die biharmo-
nische Differentialgleichung erfiillen
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schen Flachen r - I = const.

o'y oY 0% oy 'y 'y
Ay=—4 242
= et ! oy? * 02 0z?dy?  02%02%  Oy20:2 ]
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T 0zt oyt 0 Oz20yr Oz * Oy07*

siche MITTERMAYER (1999d, 1999¢) und das folgende
Programm in Mathematica

+2[ » (8)

In{l]:= r=S8Sqgrt[x*2+y*2+2°2];
1 =ArcTanly/x];
q = ArcTanh([z / r];
ys=r*1l
ZS =r*xq
a=D[D[D[D[ys, x], x], x], x];
b=D[D[D[D[ys, ¥, ¥], ¥l ¥];
c=D[D[D[D[ys, z], 2], z], 2]
d =D[D[D[D[ys, x], x], ¥], ¥];
e =D[D[D[D[ys, x], x], =], 2]
£f=D[D[D[D[ys, ¥]. ¥], 2], 2]’
erg = Simplify[a+b+c+2+ (d+e+f)]
a=D[D[D[D[zs, x], x], x], x};
b=D({D[D[D[zs, vi, ¥], ¥1, ¥]:
c=D[D[D[D[zs, 2z}, =], 2], z]};
d=D[D[D[D[zs, x], x}, v], ¥1;
e=D[D[D[D{zs, x], x], 2], 2]
f=D[D[D[D[zs, v], ¥], 2], 2]:
erg = Simplify[a+b+c+2*% (d+e+£f)]

outfl]= X2 + y2 + z2 ArcTan[%]

outf2]= %2 + y2 + 22 ArcTanh[—j—
/ vz

out[3]= 0

outf4]= Q

Differentialgeometrische Betrachtungen der Fldchen
Z = const. siche MITTERMAYER (1999b, 1999c). Die Abb.
1 zeigt die hyberbolische Drehfldche

z=r-q=25

Mit der Einfiihrung einer Parameterdarstellung der
Fldchen (6)

y=r-1=const 9)
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Die Abb. 2 bis Abb. 5 geben einen Eindruck der bihar-

monischen Fliache

g=r-l=1
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2 Der Ortsvektor Abb. 2: Biharmonische Fliche in [% <r<100
Ausgehend von dem Ortsvektor isothermer Kugelkoor- In den Abb. 3 bis Abb. 5 gilt
dinaten 9 9
_1—Sr§_ n:1,2,35”' (15>
T rcosl/ cosh q (n+1)7 nr
X=1y |=| rsinl/coshgq (10)
z rtanh g
(MITTERMAYER, 1998, S. 39 ff.) und der Mercator-Lange
[ mit (9)
r-l 7y
(=Y (11)
r

r
folgt die Parameterdarstellung der Fldchen y = const.

T COS (g) / cosh ¢

z
X (Ta q) = Y = Tsin <g> /Coshq = 5. gl (12)
r
z rtanhgq
mit dem r-abhéngigen Einheitsvektor 002:
y
z cos (—) / cosh q
r
&y = - . (Y
@ y sin (—) [/ cosh ¢ (13)
r
z tanh ¢

und dem Betrag des Ortsvektors (12)

X (14) - . R 1, _
Abb. 4: Biharmonische Fliche in 3=Srsg nm=2)
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s , N | 2 _
Abb. 5: Biharmonische Fliche in = <t < - (n=50)

Man erkennt fiir » — 0 eine Folge von Bildern der bi-
harmonischen Fliche y = 1, deren Anzahl mitn - o
iiber alle Grenzen wéchst.

Betrachten wir die radiale Differenz aus (15)

2
=r, — =—- 16
6r(n) =r, —ron py (16)
so folgt fiir n — oo der Grenzwert
lim §r(n) =0 , 17)

ein Nullfolge. Im weiteren erhalten wir zu einer beliebig
kleinen GroBe [7> 0

2
n(n+1)7r_0 <€ (18)
die Abschitzung
> 2 1 19
n>y—-1. (19)

3 Die GauBischen FundamentalgroBen 1. Art

Gegeben ist der Ortsvektor der Flache y = const. #0 (12)
mit den Flichenparametern (7, q)

z = z(r,q) = rcos <g) /coshq
y = y(r,g) = rsin (g) /coshq (20)
z = z{r,q) = rtanhg

Fiir das Linienelement im Quadrat ds? gilt die quadrati-
sche Form

T
dr E F dr

dq F G dg

ds® =

Ay

mit den Gauf3schen FundamentalgroBen 1. Art. E, F, G.

Ausgehend von den Tangentenvektoren
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a) an die r-Linie (q = const.)

. Oz /0r
0X
S-=| ay/or (22)
0z [0r
mit den partiellen Ableitungen
oz cos <—374) . 7 sin (%)
dr  coshg rcosh¢
in (Y T y
oy sm(r> y cos (r)
dr ~  coshg 7 cosh ¢
—g—; = tanhg
b) an die g-Linie (r = const.)
. 0z/8q
X
Bq = | 0Oy/0q (23)
0z/dq

mit den partiellen Ableitungen

Oz T COS (%) sinh ¢
0_(1 - cosh? q

Ay 7 sin (g) sinh ¢
3—61 T cosh? g

0z _ r

dq cosh? g

erhalten wir die GauBBschen Fundamentalgrofen 1. Art
als Skalarprodukte der Tangentenvektoren (22) und
(23)

80X oX 7
E = (5, ) = _— 24
<(9r’ 8r> 1-I_r2cosh2q 4)
X oX
= (= 2N o 25
F < o 8q> @5)
0X oX r?
G = (= =/ = 7. 26
<8q’ 8q> cosh? ¢ [m] (26)
Es folgt die differentialgeometrische Grof3e
W =vEG - F? (27)
mit dem Ergebnis
772 2 2
W o= VvV §?+ r?cosh®q m] . (28)

cosh? ¢

Betrachten wir den Winkel o zwischen dem Tangenten-
vektor an die r-Linie (22) und dem Einheitsvektor e
(13) in Richtung des Ortsvektors (12), so folgt die allge-
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meine Formel

8x
(5]

cosa = — (29)
0X
or
Mit dem bemerkenswerten Skalarprodukt
X .
<E, 61> =1 (30)

und dem Skalarprodukt (24) erhalten wir die Rechen-
formel fiir den Winkel a bez. beliebiger biharmonischer
Fldchen y = const. Z 0.

r cosh ¢

V7% + 72 cosh® ¢

Wir erkennen mit der Umformung

Cos o =

G

cosh g
<g) ’ + cosh® ¢

fiir g = const. die Grenzwerte

CoOs ¥ =

lim [cosa(r)} =1

r—00

(32)

lim[cosa(r)] = 0. (33)

r—0

cos o (r,q)
10
//\
S0
[N
05

0 T T T —»I

Abb. 6: Der Winkel -

cosa (r,q)

A

1,04

0,5

Abb. 7: Der Winkel - (r, q) bez. lyl=10
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Die Abb. 6 zeigt die Funktion (31) bez. der Fliche lyl =
r-1=1tiir g =0(1)5, entsprechend Abb. 7 bez. der Flache
yl=r-1=10.

4 Die GauBschen FundamentalgroBen
2. ArtL, M, N

Wir bilden die zweiten partiellen Ableitungen des Orts-
vektors (12)

. 0%z /Or?
02X
oz~ | Pwior (34)
3z /0r?
v res(®) 1)
arz r3 cosh ¢ [E]
Py 72 sin (%) 1 ’
or? r3 cosh ¢ [E]
0%z
2= 0
. %z /0rdq
%X )
5rq =1 0%/0rdq (35)
0%2/0rdq
2z sinh ¢ [gj sin (%) + rcos (g) ]
ardqg ~ 7 cosh? ¢
9%y sinh ¢ [g cos (;g) — rsin (g) ]
ordqg rcosh? ¢
0%z 1
ordq " cosh? q
und
. 0%z /dq*
02X ) )
o | 9'v/0 (36)
0%2/9q*
6_2:1: B r cos (g) [sinhzq—l] -
0¢2 cosh® ¢ "
8%y rsin (%) [sinh2 q— 1]
92 3 [m]
0q? cosh’ ¢
_62 _ 2r sinh ¢ (]
d¢>  cosh®q i
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Die GauBschen Fundamentalgrofen 2. Art L, M, N fol-
gen aus

23 AT A
L o L(#% X ok -
WA\ or2 or 0q
1 ( 92X 89X 8X
M w ( ordq dr g ) (38)
1 { #X aX 0X
N = — - ==
W( d¢*> Or g > (39)
Mit den Volumenprodukten
X 98X X 7
=== ) - g 40
( ar2  Or Oq ) r3cosh?q (40)
X g g __ gsinhg (41)
Jrdq Or Oq N cosh3q
X 8X 8x gr
- = 22 = 42
( dq*  Or 8q> cosh® ¢ “42)

und der GroBe W (28) erhalten wir als Ergebnis die
GauBischen Fundamentalgroen 2. Art

e [
r3cosh? gv/9y2 + r2cosh®q L™

M= ytanhgq (43)
V7% + r2cosh?q
N —

yr
2 72 2 2 [m]
cosh® ¢1/§?% + r? cosh® ¢

5 Die GauBsche Kriimmung K

Die Gaullsche Kriimmung K einer Flidche, auch
Flachenkriimmung genannt, folgt aus den Gauf3schen
FundamentalgréBen 1. und 2. Art

LN — M? 1
K=Fc—r [;;7] )
mit dem Ergebnis
4 22 12 2
K = %'y 7%r? sinh qcosil q [_15] 45)
r (gj2 + r2 cosh? q) m

Es folgt eine zweite Herleitung der Gauf3schen Kriim-
mung K (45) mit dem Theorema egregium (Gauf}), hier

12 (EY, 2 (G
2W | 0g \ W or \W
mit den GaufBlschen Fundamentalgroen 1. Art E (24)

und G (26) sowie der Groie W (28). Wir erhalten als
Zwischenergebnisse die partiellen Ableitungen

K=-— (46)
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OE  2y’sinhg

- _ 47

0q 2 cosh® ¢ “47)

und

oG 2 48

dr  cosh?q (48)

im weiteren

0 (E, a (G.\

()3 () - 4 @

mit

A 2 (g4 — 7%r? sinh? g cosh?® q) (50)
r2 cosh? ¢ (gz + 72 cosh? q)3/2

Damit folgt die Gauf3sche Kriimmung K

K= A _ y* — %% sinh? qcosh22 ¢ (s
2w r? (42 + r2? cosh? q)

Formel (45).

Die Abb. 8 zeigt die GauBsche Kriimmung K bez. der
Flichey =r-1=0.1

K (r.q)

05

-2

-4

Abb. 8: Die Gaufische Kriimmung K (r, q)
Betrachten wir die Gaul3sche Kriimmung der biharmo-

nischen Fldchen y = const. fiir r — o und g = const. Mit
der Umformung der Formel K (45)

(g)4 — (gy sinh? ¢ cosh? ¢

1
K(r):r—z. r gg — (52)
[ (—) + cosh® ¢ }
r
erhalten wir unmittelbar den Grenzwert
27
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lim K(r) = 0

T—0Q

Fiir welche radialen Abstinde
r< ro

(53)

ist die GauBsche Kriimmung K (45) der biharmonischen
Flachen y = const. # 0 positiv?

Aus der Forderung
g* — 7*r*sinh? g cosh® ¢ > 0 (54)
folgt fiir Iq! = const. die Bedingung

29l _
‘ sinh 2¢ I

r <

Wie verhilt sich die Gauf3sche Kriimmung der biharmo-
nischen Flichen y = const. # 0 fiir r —» 0 und g = const.?

Mit der GauBschen Kriimmung K (45)
1

K= F(rgq) (55)
und der Ortsfunktion
4 2.2 12 2
_ ¥* — g*r* sinh® g cosh® ¢
F(r,g,q)= (56)

(3]2 + 72 cosh? q)2

erkennen wir unmittelbar fiir y = const. # 0, g = const.
und 7 = 0 den Funktionswert

F(0,y,q)=1; (57)

d.h. die GauB3sche Flachenkriimmmung verhalt sich fiir
r — 0 asymptotisch wie 1/r2

1
K — = (Kugel). (58)

6 Die Flachennormale

Die Flidchennormale N der Fliche y = const. in der Pa-
rameterdarstellung (12) folgt als Vektorprodukt der
Tangentenvektoren (22) und (23)

- - fi
- 0X 0X 1
N=""—xx—— =
ar 8¢  cosh®q f2 (59)
f3
mit den Ortsfunktionen
(BN, (B a2
fi = i cos (r)-i—rsm (r) cosh® g
_ o aen(Y) _ y 2 (60)
fr = g sin (r) 7 cos (r) cosh® ¢
fz = — ysinhgqg
Es folgt der Betrag der Flichennormale
. X oX
N|l=|Fx— 61
or X Jq (61)

28

mit dem erwarteten Ergebnis

72 2 2
:\/y + r2 cosh” ¢ (62)

cosh” ¢ ’

-

N

denn es gilt der Zusammenhang
‘ N}:x/EG—zm ,

siche Formel (28).

Damit erhalten wir als Ergebnis den Fldcheneinheits-
vektor

(63)

vy
Ne==| e (64)
|V
€3
mit den Komponenten
€1 1 fi
e = 65
? cosh g+/52 + r? cosh® ¢ I (65)
€3 I3

und den Ortsfunktionen (60).
Als Beispiel zeigen die Abb. 9 bis Abb. 11 bez. der
Flache y = 1 die Komponenten des Flachennormalen-
einheitsvektors (65) ldngs der r-Linie g = 1

e (r)

1

-1
Abb. 9: Die Komponente e; (r) in r = [0, »]

€y (l')

1

_] 1
Abb. 10: Die Komponente e, (r) inr = [0, o]
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€3 (l')

0,54

_0‘5_
- tanh q

-1-

Abb. 11: Komponente ez (r) in r = [0, ©]

Im weiteren betrachten wir die Projektion des Flidchen-
normaleneinheitsvektors

diz = /€ + €2 (66)

mit dem Ergebnis

P V4 ki -}: r2 cosh? ¢ (67)
cosh q\/gm

und der Kontrolle

d, +ek = 1; (68)

siche Abb. 12.

dy, (v)
\

1/cosh q
0,54

054
Abb. 12: Die Projektion dy, (r) in r = [0, «]

Es folgt eine zweite Herleitung des Flichennorma-
leneinheitsvektors (64).

Bilden wir bez. der Ortsfunktion (6)

y=r-1l=const

den Gradienten

X
gradyg=1Y = rgrad{ 4+ lgradr , (69)
Z
so folgen die Komponenten des Gradienten
z y yr
X = = arctan (;) b ;7
Y y zr
Y = ; arctan (‘{;) + 12 + y2 (70)
- ¥
Z = arctan <$)
AVN 1/2000

mit dem Betrag

2
’ grad § | = \/arctan2 (%) + :v?:— .2 (71)
und dem Einheitsvektor
d4 €1 ("Ev Y, Z)
go _ Srady
= |grad 7| = | ex(z,y,2) (72)
€3 (‘Ta Y, Z)
Mit dem Ortsvektor (12) und der Mercator-Linge
[ = arctan <_3{> =4 , (73)
z T

eingesetzt in (72), folgt der Flichennormaleneinheits-
vektor (64), allerdings mit einem Vorzeichenwechsel.
Dies ist ohne Bedeutung.

Mit dem Gradienten der Ortsfunktion (7)

Z =r-q =const

X
gradz=| Y = rgrad ¢ + ggrad r (74)
Z
folgen die Komponenten des Gradienten
z z Tz
X = ; artanh (;) - W
y z yz
Y = Lartanh (2) - o (75)
Z = Z artanh (f) +1
r T

Wir erhalten das Skalarprodukt der Gradienten (69)
und (74)

<grad 7, grad 2> = arctan <-‘1’i) artanh (;) =lq.

z

(76)

Dieses Skalarprodukt (76) erfiillt die Laplace-Gleichung

A<grad 7, grad 2> =0, (77)
denn es gilt die Laplace-Gleichung
Afl-q) =0 (78)

siche hierzu MITTERMAYER (1999¢) und das folgende
Programm in Mathematica

Infl):= ¥ =8grt[x*2+y*2+z"2];
1 = ArcTan{y/x]}:
g = ArcTanh[z /] ;
a=r*1l

b=rxqgq

ax =D[a, x];
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ay =DJ[a, yl;

az =D[a, z];

bx =D[b, x];

by =D[b, y]:

bz =D[b, z];

f = Simplify[ax*bx + ay*by + az *bz]
fxx =D[D[£f, x], x];

fyy =D[D[f, v], ¥];

£fzz =D[D[£f, z}, z];

Simplify[fxx + fyy + £z2z]

outfl)= x2 + y? + 22 ArcTan[%]

z
Out[2]= ~x2%+y2+z2 ArcTanh[—————]
VX + Y2+ z?

Z
out{3]= ArcTan|<] ArcTanh| ———t—-]
X V®? + y? + 22
outf4]= 0
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Zusammenfassung

Eine Parameterdarstellung der biharmonischen
Flichen y = r - I = const. im dreidimensionalen
Euklidischen Raum wird eingefiihrt, Grundlage
fiir eine differentialgeometrische Studie dieser
Fliichen im Sinne von Carl Friedrich Gauf3
(1777-1855). Die GauB3schen Fundamentalgrofien
1. und 2. Art werden hergeleitet, im weiteren die
GauBsche Flichenkriimmung sowohl mit den
GauBschen Fundamentalgrofien 1. und 2. Art als
auch mit Hilfe des Theorema egregiums (Gauf).
Man erkennt, die Fliichenkriimmung strebt fiir

r — o gegen Null und bei Anniherung an den
Ursprung des Koordinatensystems wichst die
Flichenkriimmung positiv iiber alle Grenzen. Im
weiteren wird der Flichennormaleneinheitsvek-
tor angegeben und sein Verhalten fiir r — c und
r — 0 betrachtet.

Summary

A parametric representation for the biharmonic
surfaces y = r - [ = const. in a three-dimensional
Euclidean Space is introduced as a basis for a dif-
ferential-geometric study of these surfaces in the
sense of Carl Friedrich Gauf} (1777-1855). The
Gaussian fundamental quantities of the 1st and
2nd kind are derived. Furthermore, the Gaussian
curvature is represented in both ways: as a func-
tion of the fundamental quantities of the 1st and
2nd kind as well as using the Theorema Egregium
(GauB). For r — o the Gaussian curvature tends
towards zero, when approaching the origin of the
coordinates the curvature becomes positive and
its amount grows beyond all limits. Additionally,
the unit vector of the surface normal is given and
its behaviour for r — « and r — 0 is considered.
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