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Ein verallgemeinertes Feld-
verfahren zur Uberprufung

Frank Neitzel,
Svetozar Petrovic

Anstelle der traditionellen Verfahren zur Be-
stimmung der Restneigung eines Nivelliergeriites
im Feldverfahren wird die Verwendung einer
freien Auswahl der Zielweiten motiviert. Als
Beurteilungskriterium fiir die Giinstigkeit eines
Messaufbaus wird ein moglichst geringer mitt-
lerer Fehler der ermittelten Restneigung und ein
moglichst geringer EinfluB der Refraktion auf die
Bestimmung der Restneigung eingefiihrt. Nu-
merische Beispiele und Hinweise fiir die prakti-
sche Umsetzung der Untersuchungsergebnisse
werden angegeben.

1 Einfiihrung

Die Hauptforderung an ein Nivelliergerit besteht darin,

daBl

— die Zielachse beim Libellennivellier bei eingespielter
Rohrenlibelle horizontal verlauft, bzw.

— dal die Zielachse eines Kompensatornivelliers hori-
zontal verlduft, wenn sich der Kompensator im Arbeits-
bereich befindet.

Diese Forderung besteht selbstverstindlich auch bei den

heutigen Digitalnivellieren, die allesamt mit einem Kom-

pensator ausgestattet sind (siche DEumLICH und STAIGER

2002, S. 257 ft.). Die konstante Komponente der Abwei-

chung von dieser Forderung wird als ,,Restneigung®,

»~Neigungsfehler, ,,Ziellinienfehler oder ,,Zielachsen-

fehler” bezeichnet und als Winkel o zwischen der Hori-

zontalen und dem tatsichlichen Verlauf der Zielachse de-
finiert. Die Bestimmung der Restneigung soll in regelmé-

Bigen Abstinden und insbesondere vor Arbeiten mit un-

terschiedlichen Zielweiten (z.B. Flichennivellement)

durchgefiihrt werden. Zu diesem Zweck werden in der Li-

teratur mehrere Minimalkonfigurationen (d. h. solche, bei

denen keine Uberbestimmung vorhanden ist) angegeben,
die eine Bestimmung der Restneigung aus MefBergebnis-

sen im Felde ermdglichen (siehe z. B. JorpAN et al. 1956,

S. 93 ff., DeEuMLICH und StalGER 2002, S. 283 ff.). Diese

Verfahren sind dadurch charakterisiert, daf3 der MefBauf-

bau in einer Vertikalebene erfolgt und daf bestimmte Vor-

gaben fiir die Wahl der Zielweiten gemacht werden. Diese
traditionellen Verfahren sind auch in den Handbiichern
aktueller Digitalnivelliere (z.B. Zgiss 1999, S. 7-2ff;

Leica 2002, S. 88 ff.) zu finden.

Im folgenden wird gezeigt, daf sich die Bestimmung der

Restneigung mit Hilfe einer Minimalkonfiguration durch
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eine einzige Formel beschreiben 143t, mit der sich alle tra-

ditionellen ,,Verfahren* berechnen lassen, so dafl die Un-

terteilung in verschiedene Konfigurationen rein formal

unnotig ist. Zudem wird gezeigt, dal man wesentlich giin-

stigere Zielweitenkombinationen auswihlen kann, als in

der Literatur fiir die traditionellen Konfigurationen vorge-

schlagen werden. Fiir die Beurteilung der ,,Giinstigkeit*

einer Konfiguration werden folgende Beurteilungskrite-

rien angesetzt:

— gilinstige Geometrie des MeBaufbaus und somit ein ge-
ringer mittlerer Fehler der Restneigung o,

— moglichst geringer Einflu} der Refraktion auf die Be-
stimmung der Restneigung,

— Vermeidung stark unterschiedlicher Zielweiten auf-
grund des Gangs der Fokussierlinse,

— Ausschaltung des Hohenversatzes der Ziellinie.

Die Veranschaulichung der Untersuchungen erfolgt an-

hand numerischer Beispiele, die sich auf die Verwendung

von Digitalnivellieren beziehen, zudem werden Hinweise

fiir die praktische Anwendung der Untersuchungsergeb-

nisse gegeben. Alle Schluflfolgerungen lassen sich auf

die Verwendung analoger Nivelliergerite iibertragen.

2 Grundprinzip des geometrischen
Nivellements

Fiir die Angabe der bekannten Grundgleichung des geo-
metrischen Nivellements wird zunéchst von einer plana-
ren Approximation der Niveauflidchen des Erdschwerefel-
des ausgegangen und von einem geradlinigen Verlauf des
Zielstrahls. Fiir den MeBaufbau in Abb. 1 ergibt sich der
Hohenunterschied aus der Lattenablesung in Riickblick L;
und Vorblick L, zu

Ah =L, — L. (1)

Abb. 1: Messung im planaren Modell mit horizontaler Ziel-
achse
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Anzumerken ist, daf der Instrumentenstandpunkt und die
Lattenstandpunkte beliebig ausgewihlt werden konnen
und nicht in einer gemeinsamen Vertikalebene liegen
miissen.

3 Bestimmung der Restneigung aus
MeBergebnissen

Weist die Zielachse eine Restneigung o auf, so fallen statt
der Sollablesungen L; und L, die tatsichlichen Ablesun-
gen [} und /; an, wie in Abb. 2 dargestellt.

Zur Bestimmung der Restneigung o wird der funktionale
Zusammenhang

ll—Ll 12_L2

P tan oo und S tan o (2)
aufgestellt, der sich zu
[y =L + s tan o (3)
und
Iy =Ly + s, tan o (4)

umstellen 14Bt. Mit der Abkiirzung Ly — L, = Ah erhilt
man aus der Subtraktion von (3) und (4) mit

L—bL=Ah+ (Sl — Sz) tan o (5)

eine Gleichung mit zwei Unbekannten (A#h, o). Fiir die Be-
stimmung der Restneigung aus MefBergebnissen sind also
mindestens zwei Gleichungen, d. h. 2 Instrumentenstand-
punkte (ISP) und 2 Lattenstandpunkte (LSP) erforderlich.
Allgemein konnen n ISP und p LSP (n > 2; p > 2) ver-
wendet werden, so daf} die Bestimmung auf ein Ausglei-
chungsproblem hinauslduft. In diesem Artikel soll aber
nur der Spezialfall n =2, p =2 (Minimalkonfiguration,
d.h. keine Uberbestimmung) betrachtet werden. Zielt
man die Lattenstandpunkte von zwei verschiedenen In-
strumentenstandpunkten an, so betrdgt n =2 und p =2
und das Problem ist eindeutig 16sbar. Unter Verwendung
der folgenden Notation

s; — Zielweite vom Instrumentenstandpunkt i zum Ziel-

~ punkt j,
. — Ablesung vom Instrumentenstandpunkt i am Ziel-
~ punkt j,
Lfi — ,,Sollablesung® vom Instrumentenstandpunkt i am
Zielpunkt j,

146t sich fiir eine Minimalkonfiguration das nichtlineare
Gleichungssystem

ADbb. 2: Messung im planaren Modell mit dejustierter Ziel-
achse
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I} — I} = Ah + (s; — 57) tan

L — 5 =Ah+ (s, —s3) tan (6)

aufstellen. Mit den Abkiirzungen I} — 13 = Alj,
5L — B = AL und s} — st = Asy, s} —s3 = Asp und der
Substitution # = tan « erhilt man daraus das lineare Glei-
chungssystem

1 AS] Ah o All
ol ] = 8] Y
mit der Losung
o ASZAZI — SlAl2

ANh=———= 8
ASQ — As1 ( )
und
AL — AL
t= m, o = arctan 7. (9)

Die Sollablesungen ergeben sich aus (3) und (4) zu

Ll
Li=1—st

B=P—g .
Li=0-sit o
2 — "2 2

2_p2_ 2
Ly =105—s5t

Mit der allgemeinen Formel (9) laBt sich natiirlich auch
die Restneigung fiir sdmtliche traditionelle Spezialfille
berechnen. Weiterhin ist anzumerken, daf3 die Instrumen-
ten- und Lattenstandpunkte auch bei der Bestimmung der
Restneigung beliebig ausgewihlt werden konnen. Der in
der Literatur durchweg beschriebene Mefaufbau in einer
gemeinsamen Vertikalebene ist nicht erforderlich!. In
(DeumMLIcH und Staicer 2002, S. 284 ff.) wird ebenfalls
ein allgemeiner Ansatz mit Hilfe dhnlicher Dreiecke her-
geleitet, bei dem aber davon ausgegangen wird, dal} alle
Punkte niherungsweise in einer Vertikalebene liegen.

3.1 Traditionelle Minimalkonfigurationen

Die traditionellen Minimalkonfigurationen zur Bestim-
mung der Restneigung sind dadurch charakterisiert, da3
spezielle Anforderungen an den MeBaufbau und die Aus-
wahl der Zielweiten gestellt werden und daf sich die In-
strumenten- und Lattenstandpunkte in einer gemeinsamen
Vertikalebene befinden. Dieser Umstand wird dann oft-
mals dazu genutzt, fiir jedes Verfahren eine spezielle ,,ein-
fachere™ Formel fiir die Berechnung der Restneigung an-
zugeben. Dies mag in Zeiten des Rechenschiebers im
Sinne einer Erleichterung der Berechnung im Felde seine
Berechtigung gehabt haben und ist heute natiirlich nicht
mehr ausschlaggebend. Vielmehr versperren diese unter-
schiedlichen Formeln den Blick darauf, daf} es sich, egal
welche Minimalkonfiguration gewihlt wird, immer um

1 Die Bestimmung der Restneigung iiber die Formeln (2) bis (6) wird
von den Verfassern seit dem Wintersemester 1994/95 in den Lehrver-
anstaltungen zur ,,Vermessungskunde* verwendet.
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Abb. 3: Mefaufbau beim Verfahren ,,aus der Mitte mit kiir-
zester Zielweite‘

das gleiche Grundprinzip handelt, das mit einer allgemei-
nen Formel (9) bearbeitet werden kann. Es folgt eine kur-
ze Darstellung der traditionellen Verfahren und die Anga-
be der speziellen Forderungen an die Zielweiten. Wenn
diese in die allgemeinen Formeln (9) und (10) eingesetzt
werden, ergeben sich die in der Literatur bekannten For-
meln.

3.1.1 Verfahren ,,aus der Mitte mit kiirzester Zielweite

Dieses in Abb. 3 dargestellte Verfahren wird z. B. in (Jor-
DAN et al. 1956, S. 94 ff.) beschrieben. Zunichst erfolgt
auf dem Instrumentenstandpunkt ISP1 eine Messung
mit gleichen Zielweiten. Der zweite Standpunkt wird
dann moglichst nah an einem der Lattenstandpunkte ge-
wiihlt (hier LSP1) und eine erneute Anzielung der Latten
durchgefiihrt. In dieser Form wird das Justierverfahren in
(Ze1ss 1999, S. 7-3) auch als ,,Japanisches Justierverfah-
ren‘ bezeichnet. In einer Abwandlung dieses Verfahrens
kann der Instrumentenstandpunkt ISP2 direkt im Punkt
LSP1 gewihlt und die Instrumentenhohe direkt bestimmt
werden. Aufgrund der Probleme, in diesem Fall die Instru-
mentenhdhe mit ausreichender Genauigkeit zu bestim-
men, wird diese Abwandlung im folgenden nicht weiter
betrachtet.

Die Auswahl der Zielweiten fiir diesen Fall lautet
s} =57 =a, s = b und 53 = 2a + b, wobei sich die tra-
ditionellen Formeln zur Berechnung der Sollablesungen
dadurch ergeben, dall b = 0 gesetzt wird, woraus folgt,
daB s} so klein wie moglich gewihlt werden soll. Als pro-
blematisch bei dieser Auswahl der Zielweiten ist das star-
ke Umfokussieren anzusehen, daBl zu einer Verfilschung
der Bestimmung der Restneigung aufgrund des Gangs der
Fokussierlinse fithren kann.

3.1.2 Verfahren ,,nach Kukkamdiki‘

Ein MeBaufbau, der diesen Nachteil nicht aufweist, ist das
in Abb. 4 dargestellte Verfahren nach Kukkamiki, das
ebenfalls in (JorDAN et al. 1956, S. 96 ff.) ausfiihrlich be-
schrieben wird. Hierbei wird der Abstand ISP2 - LSPI
groBer gewihlt, z. B. 51 = 20 m.
Die Auswahl der Zielweiten fiir dieses Verfahren erfolgt
mit s} =57 = a/2, s} = a und 53 = 2a.

1 1 ) 2
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Abb. 4: Mepfaufbau beim Verfahren ,,nach Kukkamdki‘

LSP 1 LSP 2

Abb. 5: Mepaufbau beim Verfahren ,,nach Ndibauer*

3.1.3 Verfahren ,,nach Ndibauer*

Dieses Verfahren wurde von (NABAUER 1949, S. 62 ff.)
entwickelt und wird ebenfalls in (JorpaN et al. 1956,
S. 98 ff.) beschrieben. Der MeBaufbau ist in Abb. 5 darge-
stellt.

Die Zielweiten sind hierbei zu s} = b, s7 = a + b, s} = 2a
und 53 = a zu wihlen, wobei das Verfahren aber i.d.R.
mit den Zielweiten s| = s3 = a und 57 = s} = 2a ange-
wendet wird (siehe DEuMLICH und STAIGeEr 2002, S. 286;
ZE1ss 1999, S. 7-2), was einer Drittelung der Priifstrecke
entspricht. In einem wichtigen Punkt unterscheidet sich
der MeBaufbau nach Nibauer grundlegend von allen an-
deren Verfahren, da hierbei keine Drehung des Instru-
ments erforderlich ist. Somit kann ein Hohenversatz der
Ziellinie in Vor- und Riickblick, der bei Verwendung eines
Kompensatornivelliers auftreten kann und der nach Ab-
schiatzungen in der Literatur bis zu 0.4 mm betragen
kann (siehe z.B. DeumLIcH und StaiGer 2002, S.254),
nicht auftreten.

3.1.4 Verfahren ,nach Forstner*

In (ForsTNER 1970) wird ebenfalls ein Priifverfahren mit
einer Drittelung der Priifstrecke vorgeschlagen. Der Un-
terschied zu dem Verfahren nach Nébauer besteht darin,
daB sich die Instrumentenstandpunkte, wie in Abb. 6 dar-
gestellt, zwischen den Lattenstandpunkten befinden und
somit jeweils eine Drehung des Instruments erforderlich
ist.
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Abb. 6: Mefaufbau beim Verfahren ,,nach Forstner

Analog zu dem Verfahren nach Nibauer lauten die Ziel-

weiten fiir dieses Verfahren s} = 53 = aunds? = s} = 2a.

3.2 Beurteilung der Minimalkonfigurationen

Da es in der Literatur mehrere Vorschlige fiir die Auswahl
der Zielweiten einer Minimalkonfiguration gibt, soll nun
im folgenden geklirt werden, mit welcher Meanordnung
die genaueste Bestimmung der Restneigung oo moglich ist.
Mit dem mittleren Fehler der Lattenablesungen m und
dem mittleren Fehler der Streckenmessung der Zielweiten
m,; erhélt man aus (9) iiber das Fehlerfortpflanzungsge-
setz den mittleren Fehler der Restneigung

— Ein verallgemeinertes Feldverfahren zur Uberpriifung von Nivelliergeriten

Interpretiert man in dieser Darstellung den Wert 0.002 als
mittleren Fehler der Gewichtseinheit, so erhilt man

my(s;) [mm] = myg - s; [m] mit my = 0.002. (14)
Unterschiede zwischen den Minimalkonfigurationen wer-
den deutlich, wenn man die in der Literatur oftmals zu
findenden festen Vorgaben fiir die Zielweiten befolgt.
In Tab. 1 sind die Ergebnisse aufgelistet, die sich unter
Verwendung der Zielweiten in (ZEgiss 1999, S. 7-2 ff.) er-
geben. Zudem wird eine ,,freie* Konfiguration gewihlt,
die sich nicht an bestimmte Vorgaben fiir die Zielweiten
orientiert. Bei einer Restneigung von oo = 5”, einem mitt-
leren Fehler der Zielweitenmessung von m, = 30 mm und
einem mittleren Fehler der Lattenablesung gemif (14) er-
hilt man das dargestellte Ergebnis.

Bei der Beurteilung der Ergebnisse fillt auf, dal die Ver-
fahren nach Forstner und Nibauer aufgrund gleicher Ziel-
weiten gleiche Werte fiir den mittleren Fehler der Rest-
neigung m, liefern. Das Verfahren aus der Mitte liefert,
obwohl die Zielweitendifferenz |Asy —
den Verfahren nach Forstner und Nibauer ist, einen klei-
neren Wert m,, da bei diesem Verfahren mit kiirzeren Ziel-
weiten operiert wird. Das Verfahren nach Kukkamiki lie-
fert den grofiten Wert fiir den mittleren Fehler und stellt
somit das ungiinstigste Verfahren dar. Bemerkenswert ist,
daf} es mit einer ,,freien* Auswahl der Zielweiten gelingt,
eine Konfiguration zu finden, bei der der mittlere Fehler

My =1 Jlrtz \/(Asz—lAsl)z ((mz;)2+...+ (m,%)2> +

Nimmt man fiir alle mittleren Fehler m; einen einheit-
lichen Wert m, an®> und beriicksichtigt die Substitution
(9), so erhilt man

(Al — Al})?
(ASQ

((ms})er (11)

— AS1)4

1
M T 2)|Ass — Asy| \/(m’i)

Aus diesem Ausdruck, der fiir alle Minimalkonfiguratio-
nen gilt, ist ersichtlich, daB der mittlere Fehler der Rest-
neigung o von den mittleren Fehlern m; und my, der Grof3e
der Restneigung selbst und vor allem'von der Differenz
der Zielweiten abhéngig ist. Da in den Genauigkeitsanga-
ben fiir Digitalnivelliere lediglich die Standardabwei-
chung fiir 1 km Doppelnivellement zu finden ist, wird
fiir den mittleren Fehler einer einzelnen Lattenablesung
das Auflosungsvermogen des MeBsystems angesetzt. Die-
ses gibt (ScHAUERTE 1995, 1997) fiir die Digitalnivelliere
DiNi 10, NA 3003 und DL-101 aufgrund von Labor- und
Felduntersuchungen mit 0.02 mm/10 m Zielweite an. Ver-
wendet man diesen Wert nun als entfernungsabhingiges
Genauigkeitsmal} fiir eine einzelne Lattenablesung so er-
gibt sich

m;(s}) [mm] = 0.002 - s} [m]. (13)

2 Beinahezu allen Digitalnivellieren wird von den Herstellern keine ent-
fernungsabhidngige Genauigkeit der Streckenmessung angegeben (sie-
he DeumLicH und StaiGer 2002, S.257ff.), sondern lediglich eine
Genauigkeit bei einer bestimmten Zielweite (z.B. my = 25-30 mm
bei 20 m Zielweite).
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24 (mp)® + (my)? + (mp)” + 422 (m)”.

(12)

der Restneigung wesentlich geringer ist, als bei den giin-
stigsten traditionellen Verfahren. Wihlt man bei der
freien® Auswahl der Zielweiten zudem einen MeBauf-
bau, bei dem sich die Instrumentenstandpunkte auB3erhalb
der Lattenpunkte befinden, analog zu Abb. 5, so 1d6t sich
der Fehlereinfluf} durch einen Hohenversatz ginzlich aus-
schlieBen. Die Ergebnisse der Untersuchungen dieses Ab-
schnitts lassen sich zu folgendem Merksatz zusammenfas-
sen:

Je grofser die Zielweitendifferenz | As, —
ger wird der mittlere Fehler der Restneigung o.

3.3 Genauigkeitsiiberlegungen fiir die praktische
Anwendung

Die Genauigkeitsuntersuchungen im vorigen Abschnitt
wurden mit vorgegebenen Werten fiir die mittleren Fehler
my und my durchgefiihrt. In der Praxis stellt sich aber
die Frage, welche MeBgenauigkeit und damit welcher
Aufwand erforderlich ist, um die Restneigung mit einer
bestimmten Genauigkeit zu bestimmen. Fiir die Ab-
schitzung der erforderlichen StreckenmeBgenauigkeit
wird nun angenommen, daf} die Lattenablesungen mit
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Tab. 1: Mittlere Fehler m, fiir verschiedene Minimalkonfigurationen

Verfahren s my o mp 5 ! 5 my As, As, |Asy — Asy | m,
[m] [mm] [m] [mm] [m] [mm] [m] [mm] [m] [m] [m] ["]
aus der Mitte 15 0.03 15 0.03 3 0.006 33 0.066 0 —30 30 0.54
Kukkamiki 10 0.02 10 0.02 20 0.04 40 0.08 0 -20 20 0.97
Nibauer 15 0.03 30 0.06 30 0.06 15 0.03 —15 15 30 0.65
Forstner 15 0.03 30 0.06 30 0.06 15 0.03 —15 15 30 0.65
freie Auswahl 5 0.01 30 0.06 30 0.06 5 0.01 —25 25 50 0.35

Tab. 2: Einfluf} des mittleren Fehlers m auf die Genauig-
keit der Restneigung m,

myg [m] my ["]
0.01 0.003
0.03 0.010
0.05 0.017
0.1 0.033
0.2 0.067
0.5 0.167

1 0.333

m; = 0 fehlerfrei sind. Unter der Annahme, daf es sich
bei der Restneigung um einen kleinen Winkel handelt,
kann zudem die Niherung 1> =~ 0 eingefiihrt werden. Da-
mit erhdlt man aus (12) die Niherungsformel

2t
My &My ——————.
” ’ |AS2 — As 1|
Nimmt man eine Zielweitendifferenz von |As, — Asy|

= 30 m und eine Restneigung von o = 5” an, so bewirken
unterschiedliche mittlere Fehler der Streckenbestimmung

(15)

Es ist zu erkennen, daf} der mittlere Fehler der Strecken-
bestimmung nur einen sehr geringen Einfluf auf den mitt-
leren Fehler m,, ausiibt. Fiir die praktische Anwendung be-
deutet dies, dal die Genauigkeit der Streckenmessung mit
einem Digitalnivellier im Bereich von einigen Zentime-
tern auf jeden Fall ausreichend ist. Bei einer analogen Ab-
lesung kann die Strecke mit Hilfe der Reichenbachschen
Distanzfdaden auf dm-Genauigkeit bestimmt werden.

Um den fiir die erforderliche Genauigkeit der Lattenable-
sung bendtigten Wert myg abzuschitzen wird nun ange-
nommen, daf3 der EinfluB3 der StreckenmeBgenauigkeit
vernachléssigt werden kann. Wieder unter der Annahme,
daB die Niherung > ~ 0 eingefiihrt werden kann, erhiilt
man aus (12) unter Verwendung von (14) den Ausdruck

2 2 2 2
R R )
E ‘ASQ — AS1| '
Unter Verwendung der in Tab. 1 aufgefiihrten Zielweiten

ergibt die Wurzel aus deren Quadratsumme im Mittel den
Wert 45, so dal man die Nédherungsformeln

(16)

my die in Tab. 2 dargestellten mittleren Fehler der Restnei- 45 b |Asy — Asy | (17)
my ~ my ————— bzZw. my =~ m, ———
gung ms. * |Asy — Asy| * 45
Tab. 3: Mittlerer Fehler der Restneigung m, bei mg =3 cm und my = 0.01
Verfahren S 52 55 b my mp my mp  ||Asy — Asi|| m,
[m] [m] [m] [m] [mm] [mm] [mm] [mm] [m] ["]
Kukkamiki 10 10 20 40 0.10 0.10 0.20 0.40 20 4.84
Nabauer/Forstner 15 30 30 15 0.15 0.30 0.30 0.15 30 3.26
aus der Mitte 15 15 3 33 0.15 0.15 0.03 0.33 30 2.71
freie Auswahl 5 30 30 5 0.05 0.30 0.30 0.05 50 1.77
Tab. 4: Mittlerer Fehler der Restneigung m, bei my; = 3 cm und my = 0.005
Verfahren o 52 5y b my my my mp  ||Asy —Asi||  m,
[m] [m] [m] [m] [mm] [mm] [mm] [mm] [m] ["]
Kukkamiki 10 10 20 40 0.05 0.05 0.10 0.20 20 2.42
Nabauer/Forstner 15 30 30 15 0.075 0.15 0.15 0.075 30 1.63
aus der Mitte 15 15 3 33 0.075 0.075 0.015 0.165 30 1.35
freie Auswahl 5 30 30 5 0.025 0.15 0.15 0.025 50 0.89
Tab. 5: Mittlerer Fehler der Restneigung m, bei my; = 3 cm und my = 0.002
Verfahren S 52 5y 5 my my my mp  ||Asy — Asi||  m,
[m] [m] [m] [m] [mm] [mm] [mm] [mm] [m] ["]
Kukkamaéki 10 10 20 40 0.02 0.02 0.04 0.08 20 0.97
Nébauer/Forstner 15 30 30 15 0.03 0.06 0.06 0.03 30 0.65
aus der Mitte 15 15 3 33 0.03 0.03 0.006 0.066 30 0.54
freie Auswahl 5 30 30 5 0.01 0.06 0.06 0.01 50 0.35
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erhdlt. Nimmt man bei einer Zielweitendifferenz von
|Asy — Asi| = 30 m einen mittleren Fehler der Gewichts-
einheit von my = 0.05 mm/10 m Zielweite fiir die Genau-
igkeit der Lattenablesungen an, so ergibt die Niherungs-
formel (17), daB man die Restneigung bestenfalls mit
einem mittleren Fehler von m, = 1.5” bestimmen kann.
Mochte man die Restneigung mit einem mittleren Fehler
m, = 1" bestimmen, so erhilt man aus (17), daB dazu Lat-
tenablesungen mit einem mittleren Fehler der Gewichts-
einheit von mindestens my = 0.03 mm/10 m Zielweite er-
forderlich sind. Abschliefend zu diesen Genauigkeits-
iiberlegungen sind in Tab. 3 bis Tab. 5 einige praxisnahe
Beispiele aufgefiihrt. Die Berechnungen erfolgten fiir eine
Restneigung von o = 5" und einen mittleren Fehler der
Streckenmessung von m; = 3 cm unter Verwendung von
(12).

Anhand dieser Beispiele ist noch einmal sehr deutlich er-
sichtlich, daf} die Bestimmung der Restneigung mit einem
mittleren Fehler < 1” erst dann méglich ist, wenn man bei
den Feldarbeiten groBe Sorgfalt walten 1d6t, um das Ge-
nauigkeitspotential (14) eines Digitalnivelliers moglichst
voll auszuschopfen®. Zudem ist der EinfluB der Zielwei-
tendifferenz |As, — As;| zu erkennen. Hierbei fiihren die
in der Literatur vorgeschlagenen Zielweiten fiir das Ver-
fahren nach Kukkamaiki jeweils zu den schlechtesten, die
Zielweiten des freien Verfahrens (vgl. auch Tab. 1) zu den
besten Ergebnissen.

4 Beriicksichtigung der Kriimmung der
Niveauflachen

Die bisherigen Betrachtungen wurden unter der Annahme
eines planaren Modells fiir die Niveauflichen des Erd-
schwerefeldes und eines geradlinigen Verlaufs des Ziel-
strahls gemacht. In diesem Abschnitt wird kurz gezeigt,
wie sich die Rohablesungen an der Latte ins planare Mo-
dell tiberfiihren lassen. Dazu wird im ersten Schritt der
tatsichliche Verlauf der Niveaufldchen durch ein sphiri-
sches Modell mit dem Radius R = 6 380000 m approxi-
miert, so daf sich die in Abb. 7 dargestellte Situation er-
gibt.

Somit ergibt sich der Korrekturwert zu

Ky =VR*+s*—R (18)

und als bekannte Nidherung aus der Literatur (siche z. B.
JorpAN et al. 1956, S. 105 ff.)

2

s

Ky~ _—. 1
T (19)

Aus der Rohablesung £ wird dann mit

iplanar = Zi'o - Kl (20)

3 Wann die Bestimmung der Restneigung als ausreichend genau ange-
sehen werden kann, hingt natiirlich von der Genauigkeitsannforde-
rung an das geplante Nivellement ab. Es ist jeweils abzuschitzen,
inwieweit die Genauigkeit der Restneigung die Genauigkeit des ge-
suchten Ergebnisses (z. B. Hoheniibertragung mit ungleichen Zielwei-
ten) beeinfluft.
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Abb. 7: Sphdrische Approximation der Niveauflichen

eine Ablesung im planaren Modell. Diese Reduktion wird
in der Literatur oftmals als ,,Beriicksichtigung der Erd-
kriimmung® bezeichnet, was aber nicht zutreffend be-
schreibt, da3 der EinfluBl aus dem gekriimmten Verlauf
der Niveauflichen des Erdschwerefeldes resultiert*,

5 Der EinfluB der Refraktion

Die Beriicksichtigung des systematischen Anteils der ver-
tikalen Ablenkung des Zielstrahls in Folge der Refraktion
kann allgemein mit

S2

K> =k —
2 2R

erfolgen (vgl. Jorban et al. 1956, S. 106 ff.). Die endgiil-
tige Lattenablesung ergibt sich somit zu

L=0 +K =V —K +K.

L iplanar

(21)

(22)

Das Problem an dieser Stelle besteht aber darin, einen
sinnvollen Wert fiir den Refraktionskoeffizienten k zu
wihlen. In Bezug auf das Nivellement werden dazu in
(JorDaN et al. 1956, S. 97ff.) Untersuchungsergebnisse
von Kukkamiki vorgestellt, die auch in der aktuellen Li-
teratur (DEUMLICH und StaiGer 2002, S. 287 ff.) zu finden
sind. Verwendet man die dort angegebenen Korrekturfor-
meln, so ergibt sich daraus der Einfluf} der Refraktion zu

Ky[m] = —8.96 - 107% - (s*[m]). (23)

Da eine Korrekturformel in dieser Form wenig anschau-
lich ist, wird nun (21) und (23) gleichgesetzt und man er-
hilt, unter Verwendung von R = 6380000 m,

k=-2R-896-10"% = —1.14, (24)

d.h., da} die Refraktion in diesem Fall einen groferen
EinfluB} auf die Lattenablesung hat, als die Kriimmung
der Niveauflichen. In (Zeiss 1999, S.3-8) hingegen,

4 Die Erfahrungen der Verfasser aus den Lehrveranstaltungen zur ,,Ver-
messungskunde* haben gezeigt, dafl der in der Literatur verwendete
Begriff ,,Erdkriimmung* bei den Studierenden Verwirrung verursacht,
da damit oftmals der Verlauf der Erdoberfliche assoziiert wird.
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k=-1.14
[ — __/"’
T e k=
= — | e —— =0
[ k=013

W/R\W‘_\W\\ ANANANEN, \\WW

Abb. 8: Verlaufdes Zielstrahls bei unterschiedlicher Refrak-
tion

ist in einem Beispiel fiir die Voreinstellungen des Gerites
der Wert k = 0.13 zu finden. Es ist erstaunlich, daf} sich
beide Werte nicht nur um einen Faktor von nahezu 9 unter-
scheiden, sie weisen zudem unterschiedliche Vorzeichen
auf. Die unterschiedlichen Annahmen iiber den Einfluf3
der Refraktion sind in Abb. 8 schematisch dargestellt.
Bevor die Frage nach der Plausibilitit der Werte fiir den
Refraktionskoeffizienten gestellt wird, soll abgeschétzt
werden, inwieweit die Annahmen tiiber die Refraktion
Auswirkung auf die Bestimmung der Restneigung haben.
In den folgenden Betrachtungen wird davon ausgegangen,
da3 die Lattenablesungen bereits um den Einflufl der
Kriimmung der Niveaufldchen korrigiert wurden. Die
Sollablesungen unter Beriicksichtigung der Refraktion er-
geben sich dann zu

k
Ly :ll—Fﬁ (Sl)z—sl tan o
(25)
L =b+2 (5?5 tan
2=h+o5 (%2 sy tan o

Subtrahiert man diese Gleichungen und fiihrt die Abkiir-
zung Ly — L, = Ah ein, so erhilt man

L—0L=Ah —% ((51)2 - (Sz))2+(S1 — Sz) tan o. (26)

Diese Gleichung enthélt zwei Unbekannte (Ah, o), so daBl
die Lattenstandpunkte von zwei verschiedenen Instru-
mentenstandpunkten anzuzielen sind, um die Unbekann-
ten mit Hilfe einer Minimalkonfiguration zu bestimmen.
Unter Beriicksichtigung der bereits in (6) verwendeten
Notation erhélt man das nichtlineare Gleichungssystem

k 2 2
=B =M= (<s}> — () ) 4 (sl — %) tan a

. (27)
L—B=Ah—— ((s) = (2)* + (s} — 53) tan a.

2R

Mit den Abkiirzungen [} — I3 = Aly, I} — 5 = Al, und
s| —s7 = Asy, s —s3 = Asy, der Substitution 7 = tan o

und

2 2 _ 2 2 _
()=6D7) = A, (()°~()7) =a (28)
erhilt man

k
Al IAh*ﬁ Asy +t Asy
L (29)
Al :Ah_ﬁ Ay +t Asy
und damit das lineare Gleichungssystem
ko
1 As ][AR] | Al +5p As (30)
B N PYNNLAY
2T 5p AR
Die Auflosung ergibt
k
Ass Al — Asi Al + — (AS2A§1 — AS]AEQ)
Ah = 2R
Asy — As ’
(31)
ko _
Al — Al +— (ASZ — AS])
t= 2R ; o= arctant £.  (32)

ASQ — AS1 ’

Um den EinfluB einer Anderung des Refraktionskoeffizi-
enten k auf die Restneigung o zu beurteilen, wird die par-
tielle Ableitung

aﬁ_i 1 A5, — A5y
0k 2R 147 Asy, —Asy

gebildet. Eine Anderung des Refraktionskoeffizienten um
den Wert Ak bewirkt somit eine Anderung der Restnei-
gung um

aﬁ b — 1 Asy — Asy
ok 1 + 12 2R(AS2 — AS1>

Anhand numerischer Beispiele wird nun aufgezeigt, in wel-
cher Groenordnung sich der Wert Ax bewegen kann. Als
Wert fiir Ak wird mit Ak = |—1.14 — 0.13| = 1.27 der
Betrag der Differenz der Werte aus den Untersuchungen
Kukkamikis und dem iiblicherweise verwendeten Wert
von k = 0.13 eingesetzt. Damit erhdlt man unter Verwen-
dung der in (Zeiss 1999, S. 7-21f.) vorgeschlagenen Ziel-
weiten, die in Tab. 6 dargestellten Ergebnisse. Zudem wur-
de auch wieder ein Beispiel fiir eine ,.freie Auswahl der
Zielweiten berechnet.

Das heif3t: Trifft der Wert k = 0.13 tatsdchlich zu, so ver-
ursacht eine Verwendung von k = — 1.14 eine fehlerhafte
Bestimmung von o im Bereich von 0.72 bis 1.23 Sekun-
den. Der gleicher Fehler stellt sich natiirlich ein, sollte der

(33)

Ao

Q

Ak.

(34)

Tab. 6: Einflup einer Anderung der Refraktion um Ak = 1.27 auf die Restneigung

Verfahren i 53 sh 53 Asy — Asy As, — As; | Asy — As (m] Aa
[m] [m] [m] [m] [m] [m?] Asy — Asy ["]
aus der Mitte 15 15 3 32 -29 — 1015 35 0.72
Kukkamaki 10 10 20 40 —-20 — 1200 60 1.23
Nibauer 15 30 30 15 30 1350 45 0.92
Forstner 15 30 30 15 30 1350 45 0.92
freie Auswahl 5 30 30 5 50 1750 35 0.72
88 AVN 3/2004
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Tab. 7: Mogliche Abweichung der Restneigung bei der
Annahme k =0

Verfahren As; — As, m] Aa["] bei Ao["] bei
Asy — Asy Ak=—1.14 Ak=0.13
aus der Mitte 35 —0.65 0.07
Kukkamiki 60 —1.11 0.13
Nibauer 45 —0.83 0.09
Forstner 45 —0.83 0.09
freie Auswahl 35 —0.65 0.07
Wert k = — 1.14 zutreffen und man arbeitet statt dessen

mit k = 0.13. Setzt man aus Unkenntnis der tatsdchlichen
Refraktion den Wert kK = 0, so konnen sich fiir Ao die in
Tab. 7 aufgefiihrten Werte ergeben.

Das heif3t: Trifft der Wert k = — 1.14 tatsdchlich zu, so
verursacht eine Verwendung von k = 0 eine fehlerhafte
Bestimmung von o im Bereich von 0.65 bis 1.11 Sekun-
den, trifft der Wert k = 0.13 tatsdchlich zu, so verursacht
eine Verwendung von k = 0 eine fehlerhafte Bestimmung
von ¢ im Bereich von 0.07 bis 0.13 Sekunden.

Um eine anschauliche Interpretation der Ergebnisse in
Tab. 6 und Tab. 7 zu ermdoglichen sei erwihnt, daf} eine
fehlerhafte Bestimmung der Restneigung o um 1” bei
einer Zielweitendifferenz von 20 m eine Verfilschung
des Hohenunterschiedes von 0.1 mm verursacht. Bei Auf-
gabenstellungen mit hoher Genauigkeitsanforderung kon-
nen daher die Uberlegungen zur Refraktion bei der Be-
stimmung der Restneigung nicht aufler acht gelassen wer-
den.

Stellt sich nun die Frage, welcher Wert fiir den Refrakti-
onskoeffizienten k verwendet werden soll. Zur Herkunft
der Werte ist anzumerken, daf3 £ = 0.13 seinen Ursprung
in der trigonometrischen Hohenbestimmung hat (siehe
hierzu JorpAN et al. 1956, S.350ff.). So stammt der
Wert 0.13 aus der von Gauf3 im Jahre 1823 durchgefiihrten
Hannoverschen Gradmessung zwischen Géttingen und
Altona und beschreibt die atmosphdrische Refraktion.
Bei der nivellitischen Refraktion ist hingegen ausschlag-
gebend, wie sich die Einflufaktoren

— vertikaler Temperaturgradient,

— Luftdruckénderung,

— Luftfeuchtigkeit und Kohlensduregehalt der Luft

in Hohen von einigen Dezimetern bis etwa 3 Meter liber
dem Erdboden verhalten (siehe hierzu JorpAN et al. 1956,
S. 188 ff.). Der Wert k = — 1.14 ergibt sich aus Untersu-
chungen, die Kukkamiki zur bodennahen Refraktion
durchgefiihrt hat. Aufgrund der starken Abhéngigkeit
der nivillitischen Refraktion von lokalen und zeitlichen
EinfluBfaktoren erscheint es aber dennoch nicht sachge-
mifB, mit dem festen Wert k= — 1.14 zu operieren.
Auf die Unsicherheit bei der Verwendung eines festen
Wertes wird auch in (Jorban et al. 1956, S. 97) und in
(DeumLicH und StaiGer 2002, S.287) hingewiesen.
Eine gefihrliche Tendenz in der Literatur besteht darin,
daB} die Effekte ,Kriimmung der Niveauflichen* und
,Einflu der Refraktion® unter dem Namen ,Einfluf3
von Erdkriimmung und Refraktion® zu einem festen Kor-
rekturfaktor zusammengefalit werden (z.B. KAHMEN
1997, S. 366). Zum einen werden dadurch Effekte mitein-
ander vermischt, die nichts miteinander zu tun haben, auf
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der anderen Seite geht dadurch der Blick dafiir verloren,
daf die Beriicksichtigung der Refraktion mit grolen Un-
sicherheiten behaftet ist. Die Frage nach dem ,richtigen®
Wert fiir den Refraktionskoeffizienten kann natiirlich
nicht allgemeingiiltig beantwortet werden. Es scheint
aber, dal} die Verwendung von k = 0.13 in jedem Fall frag-
wiirdig ist.

Die geschilderte Unsicherheit bei der Festlegung eines
sinnvollen Refraktionskoeffizienten impliziert die Forde-
rung nach einem Verfahren, bei dem die Auswirkung der
Refraktion auf die Bestimmung der Restneigung o mog-
lichst gering ist. Betrachtet man die Ergebnisse in Tab. 6,
so fallt auf, daB eine Zielweitenauswahl nach Kukkamiki
die ungiinstigste Variante darstellt. Giinstiger Verhalten
sich da die Verfahren nach Nébauer und Forstner unter
Verwendung der angegebenen Zielweiten. Am giinstig-
sten ist das Verfahren ,,aus der Mitte*, wobei hier wieder
das Problem einer sehr kurzen Zielweite und somit eines
starken Umfokussierens besteht. Aber auch bei den Be-
trachtungen zur Refraktion gelingt es, eine Zielweiten-
kombination (,,freie Auswahl®) zu finden, die einen guten
Kompromif bietet. Obwohl sehr kurze Zielweiten vermie-
den werden, ist der Einflufl der Refraktion genau so grof3
wie beim Verfahren aus der Mitte. Dariiber hinaus ist diese
Wahl aber wesentlich giinstiger vom Standpunkt der Geo-
metrie; sie liefert einen mittleren Fehler der Restneigung
von my = 0.35” (vgl. Tab. 1). Die Untersuchungsergeb-
nisse dieses Abschnitts lassen sich wie folgt zusammen-
fassen:

Je kleiner der Quotient (As, — Asy)/(s2 — Asy), desto ge-
ringer ist der Einfluf3 der Refraktion auf die Bestimmung
der Restneigung o.

6 Hinweise fiir die praktische Anwendung

Da die auszuwihlenden Zielweiten bei der Bestimmung
der Restneigung einen sinnvollen Kompromil3 aus ,,giin-
stiger Geometrie* und ,,Unempfindlichkeit gegeniiber der
Refraktion* ermoglichen miissen, soll die Zielweitenaus-
wahl nicht nach einem traditionellen Rezept, sondern viel-
mehr unter diesen Gesichtspunkten erfolgen. Wann eine
Konfiguration beide Forderungen erfiillt, ergibt sich aus

Tab. 1 und Tab. 6. Die Untersuchungsergebnisse kdnnen

als ,,Merkregeln* fiir die praktische Anwendung im Felde

wie folgt zusammengefalit werden:

— Eine Zielweitenauswahl kann als ,,geometrisch giin-
stig® angesehen werden, wenn die Zielweitendifferenz
‘Az — AS]’ Z 30 m ist.

— Eine Zielweitenauswahl kann als ,,glinstig” in Bezug
auf den Refraktionseinflufl angesehen werden, wenn
der Quotient (Asy — Asy)/(Asy — Asy) < 45 m ist.

— Um den EinfluB} eines Hohenversatzes auszuschlieen
sind MeBaufbauten, bei denen eine Drehung des Geri-
tes erforderlich ist, zu vermeiden.

— Eine Genauigkeit der Zielweitenmessung im dm-Be-
reich ist ausreichend.

— Die Lattenablesungen sind mit grofler Sorgfalt durch-
zufithren, um das Genauigkeitspotential des MeBsy-
stems moglichst voll auszuschopfen.
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Tab. 8: Beispiele fiir ,,giinstige Konfigurationen

5! 53 s) e |Asy — Asy | ot my, Ao
[m] [m] [m] [m] [m] [m] ("] ("]
5 20 20 5 30 25 0.40 0.40 - Ak
5 25 25 5 40 30 0.37 0.48 - Ak
5 30 30 5 50 35 0.35 0.57 - Ak
5 35 35 5 60 40 0.34 0.65 - Ak
5 40 40 5 70 45 0.34 0.73 - Ak
10 25 25 10 30 35 0.52 0.57 - Ak
10 30 30 10 40 40 0.46 0.65 - Ak
10 35 35 10 50 45 0.42 0.73 - Ak
5 40 30 10 55 43.2 0.38 0.70 - Ak

Anzumerken ist, daf3 die traditionellen Verfahren nach
Nibauer, Forstner und aus der Mitte gerade noch als ,,giin-
stig* in Bezug auf die Geometrie und den Einfluf} der Re-
fraktion angesehen werden konnen. In Tab. 8 sind aber
»freie” Zielweitenkombinationen aufgefiihrt, die unter
beiden Gesichtspunkten giinstiger sind. Die Berechnung
erfolgte unter Verwendung von o =5", my= 30 mm
und my = 0.02 mm/10 m Zielweite. Der mittlere Fehler
m,, wurde mit der Formel (12) berechnet, die Berechnung
des Einflusses Ao, den eine fehlerhafte Annahme iiber den
Refraktionskoeffizienten verursachen kann, erfolgte mit
(34). In der letzten Zeile der Tabelle wurde zusitzlich
ein unsymmetrischer MeBaufbau aufgefiihrt, um zu zei-
gen, daBl die Auswahl der Zielweiten an kein bestimmtes
Streckenverhéltnis gekniipft ist. Ein symmetrischer Me(3-
aufbau hat aber den Vorteil, dal man moglichst wenig um-
fokussieren muf.

Wihlt man zudem einen MeBaufbau in einer gemeinsa-
men Vertikalebene mit den Instrumentenstandpunkten au-
Berhalb der Lattenstandpunkte (vgl. Abb. 5), so ist mit
einer freien Auswahl der Zielweiten eine wesentlich ge-
sichertere Bestimmung der Restneigung moglich, als mit
allen bisher verwendeten Verfahren.

7 SchluBBbetrachtung

Es konnte gezeigt werden, daf} die traditionelle Untertei-
lung in unterschiedliche Verfahren zur Bestimmung der
Restneigung aus rechentechnischer Sicht nicht erforder-
lich ist. Die Bestimmung der Restneigung aus MefBergeb-
nissen kann in allen Fillen mit einer allgemeinen Formel
erfolgen. Auch der Messungsaufbau in einer Vertikal-
ebene ist fiir die Formelherleitung nicht erforderlich.
Das einzig sinnvolle Kriterium fiir die Auswahl der Ziel-
weiten ist die Giinstigkeit der Konfiguration, wobei so-
wohl die Geometrie als auch der Einflul der Refraktion
zu beriicksichtigen sind. Zudem wird die Verwendung
von MeBaufbauten vorgeschlagen, bei denen kein Einfluf3
durch den Hohenversatz auftreten kann. Fiir die Beurtei-
lung einer Konfiguration werden Kriterien vorgeschlagen.
An die Hersteller von Digitalnivellieren ergeht der Aufruf,
die Geritesoftware derart zu modifizieren, dal auch
»freie” Konfigurationen zur Bestimmung der Rest-
neigung angewendet werden konnen. Als Beurteilungs-
kriterium fiir die Giinstigkeit eines MefBaufbaus soll
dem Anwender die Zielweitendifferenz |As, — As;| und
der Quotient (As, — As,)/(Asy — As;) ausgegeben wer-
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den. Eine Warnung fiir den Benutzer soll erfolgen,
wenn der Betrag |As, — As;| < 30 m oder der Quotient
(Asy — Asy)/(Asy — Asy) > 45 m ist. Zudem sollte in
den Benutzerhandbiichern auf den Vorteil eines MeBauf-
baus mit Instrumentenstandpunkten auflerhalb der Latten-
standpunkte hingewiesen werden.

In den Lehrbiichern zur Geodisie sollte dargestellt wer-
den, dall die Bestimmung der Restneigung auf einer all-
gemeinen Formel basiert. Dies ist zur Zeit nur in (DEuM-
LicH und StaiGer 2002, S. 284 ff.) zu finden. In (KAHMEN
1997, S. 364 ff.) wird unter dem Thema ,,Justierung® le-
diglich das Verfahren nach Kukkaméki angegeben, wel-
ches sich aber sowohl unter geometrischen Gesichtspunk-
ten, als auch unter dem Aspekt des Einflusses der Refrak-
tion als das ungiinstigste Verfahren darstellt. In (BAUMANN
1999, S. 197) ist ebenfalls nur ein Verfahren angegeben,
ndmlich das nach Nibauer.

Als weiterfithrende Untersuchungen zum Thema Rest-
neigung ist geplant, eine Minimalkonfiguration zu ent-
wickeln, die die Bestimmung der Restneigung unter stren-
ger Elimination des Refraktionseinflusses ermoglicht.
Zudem ist vorgesehen, die Bestimmung der Restneigung
mit Hilfe einer Ausgleichung durchzufiihren.
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velliergerates durch eine Minimalkonfiguration
wird eine allgemeingiiltige Formel hergeleitet. Es
wird gezeigt, dal man mit einer freien Auswahl
der Zielweiten einen kleineren mittleren Fehler
der Restneigung und einen geringeren Einfluf3
der Refraktion auf die Bestimmung der Rest-
neigung erzielen kann, als durch die Anwendung
eines der traditionellen Verfahren. Fiir die Aus-
wahl der Zielweiten werden Beurteilungskrite-
rien angegeben.

Abstract

A generally valid formula for the determination
of the error of collimation of a levelling instru-
ment using a minimal configuration is derived. It
is shown that using a free choice of ranges it is
possible to achieve a smaller r.m.s. error of the
error of collimation and a smaller influence of the
refraction on the determination of the error of
collimation than when using one of traditional
procedures. The criteria to judge the choice of
ranges are given.
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