Biegungsinvariante Flachen
bez. der r-Linien metrischer
Kugelkoordinaten (Mercator)

Eberhard Mittermayer, Berlin

Es wird nachgewiesen, dass die im Netz
geodatischer Parallelkoordinaten biegungs-
invarianter Flachen auftretenden Orthogonal-
trajektorien Loxodrome der Kugel sind. Damit
kann die Loxodrome als Kreisbogen langentreu
in die Ebene abgewickelt werden.

1 Einleitung
In dem eingefiihrten Koordinatensystem metrischer Ku-

gelkoordinaten P (r, ¥, 2) (MITTERMAYER, 1998, S. 111
ff.), dargestellt durch den Ortsvektor

z T COS (g) /cosh (
X (r,g,2) = y | = | rsin (g) /cosh ( ) (1)
z r tanh (%)

ist der Punkt P im R3 der geometrische Ort dreier bihar-
monischer Flachen

S|y

e1t\]

r = const. [m] @)
§ = r-l=const. [m] (3)
Z = r-q=const. [m] (4)

mit der Mercator-Lange |

I=A (5)
und der Mercator-Breite q
g = artanh (sinh ¢). (6)
Anwendung des Laplace-Operators

0? 0? 02
A= 722 + 8_y2 + 97 @)

auf die Ortsfunktionen (2) bis (4) ergeben folgende Pois-
son-Gleichungen

2 21 2
=, A==, az=d (®)

r r

Ar =
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und die Loxodrome

Die in den Poisson-Gleichungen (8) auftretenden Orts-
funktionen mit der Dimension [m-1] sind harmonisch,
denn sie erfillen die Laplace-Gleichung

A<-2—)=0, A(2—1)=0, A(2—q)=0- ©
T T r

Damit folgen die biharmonischen Differentialgleichun-
gen

Alr=0, A%=0, A%2=0 , (10)
siehe in MITTERMAYER (1999¢e). Umfangreiche differen-
tialgeometrische Betrachtungen der biharmonischen
Flachen (3) und (4) siehe in MITTERMAYER (1999b),

(1999c), (1999d), (2000a) und (2000b).

Als Schnitt der biharmonischen Flachen (3) und (4) er-
halten wir die r-Linien (y = const., z = const.) als Para-
meterlinien (Raumkurven/Spiralen) im Koordinatensys-
tem metrischer Kugelkoordinaten, dargestellt durch den

Ortsvektor
e reos (£) / cosh (2)

Xmy=1 y | =| rsin(&) /cosh(2) (11)
z rtanh (%)

fur r = [0, «]; Projektionen dieser Raumkurven (11)
sieche MITTERMAYER (1999a). Eine Gerade, die den
Ortsvekor (11) enthalt, also

it

=S|

g=u X (r) fir p=1[0,00], (12)
beschreibt in Abhangigkeit von r eine spiralférmige Ke-
gelflache, eine Torse. Die Abb. 1 zeigt als Erzeugende
die Gerade (12) mit dem Ortsvektor der r-Linie (y =
const., z= const.), z. B. fur

y=50,2=5 (13)
x T COS (%Q) /cosh (—57:)
X (r)= y | = | rsin (%) /cosh (g) (14)
z r tanh (-?—)
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Abb. 1: Die Gerade g (r)

Mit der EinfUhrung einer Parameterdarstellung der spi-
ralformigen Kegelflache sind differentialgeometrische
Betrachtungen im Sinne von Carl Friedrich Gaul
(1777-1855) maoglich.

2 Der Ortsvektor

Aus (3) und (4) folgt der Quotient

z
H:;:gza:const.
gy
Wir erkennen einen linearen Zusammenhang zwischen
der isothermen Mercator-Breite g und der isothermen

Mercator-Lange |

g=al. (16)
Die hierbei auftretende Konstante a hat eine geometri-
sche Deutung; siehe Formel (84). Mit der Beziehung

(16), eingesetzt in den Ortsvektor isothermer Kugelko-
ordinaten P(r, I, )

(15)

z T COs l/ cosh ¢
X = y | = | rsin l/ cosh ¢ 17
z rtanh ¢

(MITTERMAYER, 1998, S. 39 ff.) folgt eine Parameterdar-
stellung der Flachen H = a = const. mit den Flachenpa-
rameternr, |

x r cos/ cosh (al)
X(r)=1 1y | =| rsinl/cosh(al) (18)
z rtanh (al)

Als Beispiel betrachten wir die spiralformige Kegel-
flache

H=a=01 |, (19)
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dargestellt durch den Ortsvektor

z rcos [/ cosh (0.1 1)
X(r)=|y [=] rsinl/cosh(0.11) (20)
z rtanh (0.1 1)

Die Abb. 2 zeigt diese spiralférmige Kegelflache (20) in
den Grenzen 0 =<r=<15und 0 = | =< 14m.
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Abb. 2: Die spiralformige Kegelflache H = 0.1

3 Implizite und explizite Darstellung der Flache
H = const.

Mit den Ortsfunktionen

artanh (E)
r

arctan (E)
T

erhalten wir aus (15) die implizite Darstellung der
Flache

(21)

(22)

H(z,y,2z) = ?((;:—’z’—z)l (23)

= a = const. |,

die eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung er-
fillt.

Anwendung des Laplace-Operators (7) auf die Orts-
funktion H (23)

- q_ artanh (%) 24)
l arctan (%)
ergibt folgende Poisson-Gleichung
- 7 = 9 4 2
AH_A<I> = 2 | grad (| (25)
mit
| rad [ |2 = L : 26
g - 2 4 y? (26)

siehe hierzu das Programm in Mathematica:
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In(l1]:= r=8qrt[x*2+y*2+z"2]
1l = ArcTan[y / x]
q = ArcTanh[z / r]
f=q/1
fxx =D[D[f, x], x];
fyy =D[D[£, v], ¥]~
fzz =D[D[f, z], z];
Simplify[fxx + fyy + £zz]

Out[1]= /x%+y?+2?

Out[2]= ArcTan[%]

z

out[3]= ArcTanh]|

AICTanh[ - XZ‘\ZQ‘ZZ ]
out4)= ArcTan[—)Y(;]
2 ArcTanh[ — }
out[5]= Seteyies
(x2 + y2?) ArcTan[f}J
Beweis:
Wir bilden den Gradienten
1 q
grad H = 7 grad ¢ — 7 grad [

und erhalten
AH = div grad H,

1

AH = 7 Aq + <grad q, grad (

—~] —

- l% Al — <grad I, grad (l%)>

))-

Mit den Laplace-Gleichungen
Aq=0, Al=0
folgt das 1. Zwischenergebnis

AH = <grad q, grad (%) > -
q
- <grad l, grad (1—2)>

Mit dem Gradienten

grad <%) =— llz grad [

und dem Skalarprodukt

<grad g, grad l> =0

folgt

<grad g, grad (%) > = —Zl?<grad q, grad l> =0 (34

und damit das 2. Zwischenergebnis

AH = — <grad [, grad (l%)>
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@7)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(35)
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Mit dem Gradienten

q 1 q
grad (1—2) = grad ¢ — 2 3 grad [ (36)

folgt das 3. Zwischenergebnis

1
AH = - 7 <grad [, grad q> +
(37

+2 %<grad [, grad l>

und im Weiteren mit (33) als Ergebnis die Poisson-Glei-
chung

AH = A (2)

q 2
1) = 2 I | grad [ I g.e.d. (38)

Grundlagen siehe in MITTERMAYER (1998, 1999¢).

Anwendung des Laplace-Operators (7) auf die zu H (24)
inverse Funktion

1 I arctan (%)

g artanh (%)

Lo t 39
— — = — =a = const.

- (39)
ergibt die Poisson-Gleichung

H_q—

1 l l
A(ﬁ) = A(a) = 2?|gradq'2 (40)
mit
2 2 1
[gradq | = |grad l| = ——_:v?—l—yz . (41)

Der Beweis erfolgt analog zu (38). Damit erhalten wir
aus (25) und (40) die Beziehung

1
AH = H‘*-A(ﬁ) (42)

Wie lautet die explizite Darstellung der spiralférmigen
Kegelflache?

Mit den Beziehungen

tan ¢ = sinh q (43)
und

z
tan ¢ = (44)

/12 + y2
folgt eine weitere Darstellung der Mercator-Breite g als

Ortsfunktion kartesischer Koordinaten
4

= arsinh —— . 45
q /12 + y2 ( )
Wir erhalten mit (16), (22) und (45)
arsinh ———— = a|arctan (2) + 2km|, (46)
vz +y? z

aufgeldst nach z die gesuchte explizite Darstellung

2= f(z,y)
— 21,2 o y
z =zt +y smh{a[arctan (;) + 2kr

}k:0,1,2,3,... (47)
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4 Die GauBschen FundamentalgroBen 1. Art

Gegeben ist der Ortsvektor (18) der Flache H = a =
const. = 0 mit den Flachenparameternr, |

¢ = z(r,l) = rcosl/cosh (al)
y = y(r,l) = rsinl/cosh (al) (48)
z = z(r,l) = rtanh(al)

Fur das Linienelement im Quadrat ds? gilt die quadrati-
sche Form

T
) dr EF F dr
ds* =
dl F @G dl
mit den Gaul3schen Fundamentalgréen 1. Art E, F, G.

Ausgehend von den Tangentenvektoren
a) an die r-Linie (I = const.) (Gerade)

(49)

. Oz/or
0X
e dy/or (50)
0z/0r
mit den partiellen Ableitungen
_(?_:z: _ cos !
or  cosh(al)
oy _ sin {
or  cosh(al)
0z
w = tanh (al)

b) an die I-Linie (r = const.) (Spirale, ebenso in der Ku-
gelflache r = const. liegend)

0z /0l

0X

s dy/0ol (51)
0z/0l

mit den partiellen Ableitungen

Oz rsinl  arcoslsinh (al)
a cosh (al) cosh? (al)
oy rcosl  arsinlsinh (al)
dl ~  cosh (al) cosh? (al)

0z _ ar

dl —  cosh?(al)

erhalten wir die Gau3schen FundamentalgroRen 1. Art
als Skalarprodukte der Tangentenvektoren (50) und
(51)
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X ox

b= <E’ ‘37> = ! (52)
0X oX

Fo= <E’ _aT> = 0 (53)
X 0X (1+a2)r?

G = —_, = - 4
< al’ al > cosh? (al) (%)

und damit das Linienelement im Quadrat, die quadrati-
sche Form

(1 0
9 dr dr
=\ a o Lxa)rt S, ) (%)
cosh? (al)
ausfuhrlich
1+ a?)r?
ds® = dr? a+a)r di | .
° T cosh? (al) (56)
Mit den GauRschen Fundamentalgréfien
E=1lundF=0 (57)

erkennen wir in den Parameterlinien r = const. und | =
const. ein Netz geodatischer Parallelkoordinaten.

Betrachten wir nunmehr die Bogenlange s

a) langs der r-Linie (I = const.)) (Gerade/geodatische
Linie):

Fir | = const. (dl = 0) folgt aus (56) das Linienelement

ds =dr, (58)
also
s=r; (59)

d. h. der Parameter r ist die Bogenlange s.
b) langs der I-Linie (r = const.) (Spirale):
Fir r = const. (dr = 0) folgt aus (56) das Linienelement

Vi+a?r
ds = —————
* = “cosh (al) di (60)
und damit die Bogenlange
dl
s=\/1+a2r/————; (61)
cosh (al)

siehe hierzu Abb. 3
1/ cosh (al)
A

1

0,54

r T
-40 -20 0 20 40

Abb. 3: Die Glockenkurve fira=0.1
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Wir erhalten die Bogenlange s als Funktion von |

s(h) = 2\/1 + a?arctan [sinh (al)} (62)

Fir | = 0 gilt s = 0. Die Bogenlange s der I-Linie
(r = const.) in den Grenzen | = [-o0, o], also zwischen
dem Stidpol und dem Nordpol, folgt aus (62)

JiTa

a

S =TT

(63)

Betrachten wir im Weiteren die Oberflache der Flache
H = a = const. Es gilt das Oberflachenelement

dO = Wdrdl (64)

mit der differentialgeometrischen Grofie

W =VEG-F?. (65)

Wir erhalten mit

W= 7‘\/1-|-_Cl2 (66)
cosh (al)

die Oberflache der spiralférmigen Kegelflache als Dop-
pelintegral in den Grenzen r = [0, R] und | = [0, o]

oo r=R
r
= 2 BUNENNEY
0 m/ / cosh (al) dr dl, ©n
=0 r=0
o-viza & / L _a (68)
2 cosh (al)
=0
R? N
- 2 i
0= 5 V1 + a? arctan [smh (al)] . (69)
mit dem Ergebnis
2
2y )
4a

4.1 Die Parameterlinien

Betrachten wir bezilglich der spiralférmigen Kegel-
flache H = a = const. die Parameterlinien, ndmlich

a) die r-Linien (I = const.) (geodatische Linien)
Aus dem Ortsvektor (18) folgt fur | = const. die r-Linie

z rcos l / cosh (al)
X(r)= y | =| rsini/cosh(al) |, (71)
z r tanh (al)
eine Gerade. Mit
r
2=
P Aty cosh (al) (72)
und
z =rtanh (al) (73)
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folgt die Steigung der Geraden als Funktion von |

tan ¢ (1) = P_ sinh (al) (74)
z
Wir erkennen die Grenzwerte des Winkels ¢
. s . T
fime¢(l)=5 , lm¢(l)=—-5; (75)
siehe hierzu Abb. 4 fura=0.1.
zZ
A
5] £=30
24
e=5
1 =3
—_—
-\ ——e=1
0 3 =D
= -1
i ¢=-3
¢=~5
-2
¢=-10
/=-15 .
3 ¢=-20 Abb. 4.
= -30 Die r-Linien
| = const.

b) die I-Linien (r = const.) (Orthogonaltrajektorien)
Aus dem Ortsvektor (18) folgt fur r = const. die I-Linie

T T COS l/ cosh (al)
)Z'(Z) = Y = rsin l/ cosh ((Zl) ; (76)
z rtanh (al)

eine Spirale. Die Abb. 5 zeigt die I-Linie r = 3 bez. a =
0.05 in den Grenzen | = [-50, 50].

Abb. 5: Die I-Linier=3
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Die Abb. 6 zeigt die I-Linie r = 3 bez. a = 0.01 in den
Grenzen | = [-400, 400].
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Abb. 6: Die I-Linier=3

Aufgrund der Definition der I-Linie (r = const.) erken-
nen wir, dass diese Linie ebenso in der Kugelflache
r = const. liegt. Als Beispiel betrachte man in der Abb. 7
die I-Linie r =3 fura=0.1.

Abb. 7: Die I-Linier=3

Von Interesse ist der Winkel a zwischen der I-Linie und
dem Meridian in P der Kugel r = const.; Abb. 8.

Der Tangentenverkehr an die I-Linie (r = const.) liegt
vor (51). Der Tangenteneinheitsvektor €; an den Meri-
dian in P (X, y, z) in der Darstellung kartesischer Koor-
dinaten lautet

Tz
Ve

L (77)

L
r

-
€3z =

304

3
2
1 é'3
(05
of 09X /ol

Abb. 8: Zum Winkel a der I-Linie r = const.

eine Komponente des eingefuhrten orientierten beglei-
tenden Dreibeins (€, €, €;) (Zenit, Osten, Norden), de-
finiert durch eine einzige Ortsfunktion F (X, y, z); siehe
hierzu MITTERMAYER (1998, S. 333, S. 446) und in MiT-
TERMAYER (1998a).

Einsetzen des Ortsvektors der I-Linie (76) in (77) ergibt
den Tangenteneinheitsvektor an den Meridian n als
Funktion von |
— cos [ tanh (al)

€3 = | —sinltanh (al) |. (78)

1/ cosh (al)
Wir erhalten den Winkel o aus

X

8[ , €3

cosq = ——— | (79)
0X

ol

Als Zwischenergebnis folgt mit den Vektoren (51) und
(78) das Skalarprodukt

oxX ar
E cosh (al) (80)

Mit dem Betrag des Tangentenvektors an die I-Linie aus
(54)

0xX Vi4a2r
o1 | VG = cosh (al) (81)

erhalten wir das Ergebnis

a
cos @ = ———— = const.
14 a2

(82)

eine Konstante. Damit ist der Winkel a zwischen der
I-Linie (r = const.) und den Meridianen konstant, die De-
finition der Loxodrome.

AVN 8-9/2000



Aus (82) folgt eine weitere Formel

im Weiteren

cota =

a

(83)

(84)

Im betrachteten Beispiel a = 0.1 ist der Winkel
a=84° 17 21/8647.
In den Tabellen Tab. 1 und Tab. 2 sind bezuglich der
I-Linie (r =3 m) (Loxodrome) in Abhangigkeit von a an-

Mittermayer — Biegungsinvariante Flachen

a) der Winkel o zwischen der Loxodrome und dem
Meridian (84)

a (a) = arccot (a) (85)

b) der Abstand Az der Loxodrome in den Grenzen
| =[0,2x] aus (73)

Az =r tanh (2ar) (86)

c) die Bogenlénge s der Loxodrome zwischen dem Sid-
pol und dem Nordpol (63)

\1+a2

a

S=rIm

gegeben: mit den Grenzwerten fiira — 0 (Tab. 1)
lima(a) = = . (87)
Tab. 1: Grenzwerte fira — 0 a0 2
a a(s) Ax{a) [m] a(a} [m] limAz(a) = 0 (88)
1-1077 [34° LT 2076547 0500 1287 | 1.570 670 920 700 692 | 9.471785 - 107 |
5-1077 |87 &' 153411 8500 TT0D | 0.912 648 878 660 234 | 1.887310. 1041 | lims(a) = oo (89)
1-10°" | 88° 25 9774206 5533 9451 | 0.188 247 000 082 202 | 9.425249 - 104@ _ i}
1.10% |89 6" 357352 6250 7798 | 0.0LA BAD 80T 875 242 | 9494783 -1p+m | DZW- Mit den Grenzwerten fur
1,104 |BO* Bg* 807735 1044 4045 | 0.001 S84 955 344 104 | B.aarys - qores | 2 > (TA0-2)
1.10% |B9* B% BTN37I 5153 7508 | 0.000 188 495 G568 06T | B4R - 10V | lim a(a) = O (90)
1.10° | 85" BY BOZTO3T 3510 3783 | 0.000 018 B40 GGG 521 | 9A247TR - 10+ | “T°°
11077 89" §0° 89799 7351 9575 | 0.000 001 884 DGG 562 [ S.ATTB-10°7 | i AL (g) = r= 3m 91)
1-10°% | 89" G0° 59700TO 3724 1938 | 0.000 000 188 495 559 | 9.4247TT8 . 10H8 [ a—oo
1-109 |85 50° 567007 GO7S 1L [ 0.000 000 010 549 556 | 9404TTB- 10 | (. 0
1-10719 [89° 56' 597D0UDD 7937 8510 | 0.000 00D 001 884 956 | GAZATTE . 10+1° | a—o
1-10°1 | 8= 59 mm.m {1.000 000 000 188 496 | 9ABTTE - LTI | _ o 104 777 960 769 380 m . (92)
1.10-13 [ 88* 59" 5G70000 9979 3735 | 0.000 DOO LOO D18 A50 | 9.42477E - 101
1-10-1° | 89* G4 5479090 9997 5374 | 0.000 DO 000 001 885 | 9.424778 - 104
1-10- (89> 59' 557D0OH 9090 THBT | 0,000 000 DO 000 188 | 9424778 . 10+ .
1.10°%% |ag° 35' 56%969 0999 9794 | 0.000 000 000 000 013 | o.azerrs . qyes | O Die Gaubschen
1-10-% | s9° 59" 599099 D060 667 | 0.000 000 000 000 003 | 9.a3¢rra.1pve | FundamentalgroBen 2. Art
Tab. 2: Grenzwerte fir a — o Wir bilden die zweiten partiellen
- Ableitungen des Ortsvektors (18)
a a(a) Ax(a) {m] #(a) [m] o
1107 |8i° 1T 275647 | 16570 670 D20 T00 632 | BLTIT GG 203 413648 | .o [ 00/ 0
3.1071 | 78° 41’ 2470481 | 2550 402 971 765 818 | 48067 126 TAA 242281 | 5 = | O/0r* | =| 0 | (99)
3:1071 | T3 18" 2208 | 2.864 T2 435 812 654 | ¥2.706 100 229 619 086 0% /o 0
B-10-1 | 63° 26' 5"B158 | LoSY 16 208 652 250 | 21.074 444 193 122 170
J¥3 |[60° 0 (70000 | 2.995 764 035 497 027 | 18.848 5Gb 021 588 76 | Und
1 |45° 0' 0"0000 | 2.999 979 076 018 632 | 13.328 648 814 475 088 } 0% /rol
VI |s0° 0 00000 | 2000900 007884200 (1082 TR 185 MG BT | O°X _ | 1or01 (o4)
2 | 20" 3% B41542 | 2.000 590 999 V27 0B1 | Z0.537 222 008 GEL 000 | Orol Y
3 |18" ¢ 5"H158 | 3.000 00O 00 000 OO0 | 9.934 GBS 265 796 101 9*z/0rdl
1-10 | 5 42° 3671363 | 3.000 000 000 000 000 | 5.471 784 626 241 865
1.10° | 0° 34 3375793 | 2.000 000 OO0 0O 000 | 9425 240 187 BT 085 | [, dnl  acoslsinh (a]
1-10° | 0° 3* 26°2047 | 5.000 000 000 000 000 | 9.424 T82 678 157 182 = _ .
1010 | 0* o 207365 | 3.000 000 000 000000 | 9434 TTR 007 sgd2me | |0700  coshlal)  cosh'(al)
1.10° | 0= ¢ 270636 | 3.000 0D {HH1 000 000 | 9.434 T7T D61 240 619 oy cosl asin/sinh (al)
1-10° | 0= 0 072063 | 5,000000 000 000 000 | QA2 TYT9B0 TTA Q92| (60!  cosh(al)  cosh?(al)
1-107 | ¢ 0" 070206 | 5,000 000 000 000 000 | 9.424 77T 0G0 TER AT | | .
1-10 | 0= 0* 07021 | 5.000 000 000 000 000 | 9.424 77T 040 765 380 = :
1.10° | ¢ 0%0002 | 5.000 000 000 000 000 | 9.434 777 950 Tea 30 [ (0700 cosh®(al)
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sowie
9% 9%z /01?
o = d*y/or? (95)
9%z/01
0% _ rcosl  a’rcosl +
o2~ cosh(al) cosh®(al)
2ar sin ['sinh (al)
cosh? (al)
a’*r cos Isinh? (al)
cosh® (al) [m]
oy rsinl a’rsinl
o2~ cosh(al) cosh®(al)
_ 2ar cos [sinh (al)
cosh? (al)
a’r sin [ sinh? (al)
cosh® (al) [m]
0%z 2a?r sinh (al) ]
e 2T\
or cosh® (al)

Die GauRRschen Fundamentalgrofien 2. Art L, M, N fol-
gen aus

1 [ 92X 0X 08X
L‘W(arz Wﬁ) ©0)
1 [ 92X 06X 0X
M—W(arazﬁw) &N
1 (82X 8X o8X
N—W(azz EW)' (%6)
Mit den Volumenprodukten
”2X o0X oX
(arz W—m“):o (99)
2—¢ — —
#X ox o0X ) _ (100)
orol or ol
#X 09X oX\ _ (L+a)r’simh(al) ¢y
or or 0l - cosh® (al)

und der GrolRe W (66) erhalten wir als Ergebnis die
Gaufschen FundamentalgrofRen 2. Art

L=0
M=0 (102)
5
N = V1i+a :smh(al) ]
cosh” (al)
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Mit den GauRschen Fundamentalgréfien

F=0undM=0 (103)

erkennen wir in den Parametern r = const. und | = const.
Hauptkrimmungslinien.

6 Die GauBische Kriimmung K

Da die Parameterlinien r = const. (I-Linien) (Spiralen)
und I = const. (r-Linien) (Geraden) der Flache H = const.
Hauptkrimmungslinien sind, folgt die GaulRsche Kriim-
mung aus

L N
K = e (104)
mit dem Ergebnis
K= O; (105)

d. h. diese spiralférmige Kegelflache H = a = const. kann
ohne Verzerrungen in die Ebene abgewickelt werden,
eine biegungsinvariante Flache.

Im Weiteren erhalten wir die Hauptkrimmungen (Nor-
malkrimmungen)

1 _L_,

i E (106)
1 N _ 1 sinh(al) [1

R, G r V1i4+a2 |[m

Mit der expliziten Darstellung der spiralférmigen Ke-
gelflache H = const. (47) erhalten wir die GauBsche
Krimmung aus der Formel

=fxz‘fyy_ 3y [I:I

K e
(+2+5) m

(107)

Mit den zweiten partiellen Ableitungen

(14 a?)y?sinh {a [arctan (4)=+ 2%r }

Jo = (22 +y2)*? [%}
(14 a?) z’sinh<a [arctan (ﬂ) + 2k7r]
= (i +42)°" : } H

(1+a?) zysinh { a| arctan (%) :!:2k7r]
fou = = (i +y2)%? } [i}

folgt
fzzfyy —fa_?y =0 (108)

und damit als Ergebnis die erwartete Gaufische Kriim-
mung

K =0. (109)
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7 Die Kriimmung der /-Linien (Loxodromen)

Die Krimmung « der I-Linien (r = const.) mit H = a =

const. folgt aus der allgemeinen Formel

0X X

o e

B 0X
ol

(110)

3

Mit den ersten und zweiten partiellen Ableitungen des
Ortsvektors (51) und (95) folgt das VVektorprodukt

o0 % (iaye| O
at)r

oxX - _ (111)
ol * 9P cosh? (al) acos!

cosh (al)
und im Weiteren der Betrag

v 3 2\ 2 2 2

’3_XX82X :(1+a)r a? 4 cosh (al). (112)
ol ~ o cosh® (al)

Mit (112) und dem Betrag des Tangentenvektors an die
I-Linie (81) folgt gemaR (110) die Rechenformel fur die
Krimmung der I-Linien (r = const.) (Loxodromen) fiir
H=a=const. =0

l 1 a? + cosh? (al) 1
= - —1 1, 113
o) = 1Y |1 (113)
im Weiteren der Krimmungshalbmesser
1 V14a2r
p(l)=—= [m] (114)
K a? + cosh? (al)
Far | = 0 folgt der Krimmungshalbmesser
p0)=r (115)
und fir | — +o der Grenzwert
Jim p(l) = 0. (116)

Die Abb. 9 zeigt den Kriimmungshalbmesser p der I-Li-
nie r =2 fir H=a= 0.1, eine Glockenkurve.

p(D)

A
2

T T =

T
=25 0 25 50

T

-50

Abb. 9: Der Krimmungshalbmesser p (1)
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Mit der Normalkriimmung «;, (106)

1
=%

und der Krimmung « (113) der I-Linien (r = const.) bez.
der biegungsinvarianten Flachen H = a = const. erhalten
wir die geodatische Krimmung «, der I-Linien aus der
Beziehung

(117)

Kn

K? =KL+ K2 (118)
mit dem Ergebnis

1
Ky =~ (119)

ebenso aus den GauRschen FundamentalgroRen 1. Art
E (52) und G (54)

G, 1
Ky = ==, 120
T oEG T (120)
Wir erhalten den geodéatischen Krimmungshalbmesser
1
pg = — =T, (121)
Kg

d. h. mit der Abwicklung der biegungsinvarianten spiral-
formigen Kegelflachen H = a = const. in die (x, y)-Ebene
gehen die I-Linien (r = const.) (Loxodromen) in Kreis-
bdgen mit dem geodéatischen Krimmungshalbmesser
r (121) dber. Damit ist das Problem der langentreuen
Abwicklung der Loxodrome als Kreisbogen in die
Ebene geldst.

8 Die Windung der /-Linien (Loxodromen)

Die Windung T der I-Linien (r = const.) fiir H =a = const.
folgt aus der Formel

(aX 92X 33)2)

__ \ot ¢ op _ 122)
ol ol
Mit der dritten Ableitung des Ortsvektors
. 8z /oB
»BX
55 = | ov/or (123)
83z/08
Pz rsinl 3a’rsinl N
on cosh (al) cosh® (al)
3ar coslsinh (al)  5a®r cos!sinh (al)
cosh? (al) cosh? (al)
3a’rsin [sinh? (al) a®r cos [ sinh® (al)
cosh® (al) cosh* (al)
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Py rcosl 3a®r cos|
B cosh (al) cosh® (al)
3arsinisinh (al)  5a®rsin!sinh (al)
cosh? (al) cosh* (al)
3a’r cos Isinh? (al) a®r sin [ sinh® (al)
cosh® (al) cosh? (al)
Pz 2a3r 4a®r sinh? (al)
o~ cosh®(al) cosh* (al)

und den Ableitungen (51), (95) folgt das Volumenpro-
dukt

(3)2 ”2X 8”2) _a(l+a?)r®

hdalal 124
ol oIz 93 cosh* (al) (19

Mit dem Volumenprodukt (124) und dem Betrag (112)
erhalten wir geman (122) die Rechenformel flir die Win-
dung der I-Linien (r = const.) (Loxodromen) fir H=a =
const. = 0

) 1 acosh?(al) [ 1 ] (125)
TU)= -~ | —
r a?+cosh?(al) [m
Far | = 0 folgt die Windung
a
= — 126
"0 = T (126)
und fur | — oo der Grenzwert
lim7(l) = <. (127)
l—00 r

Die Abb. 10 zeigt die Windung der I-Linie r =2 fir H =
a=0.1.

7(1) [107°]

50

St T T
T T T
-30 -20 -10 O 10 20 30

Abb. 10: Die Windung = ()
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9 Eine weitere Parameterdarstellung der
Flachen H = const.

In einer weiteren Parameterdarstellung der biegungsin-
varanten Flachen H = a = const. soll die Bogenlange s der
I-Linien (r = const.) als Flachenparameter v eingeftihrt
werden, eine Transformationsaufgabe.

Ausgehend von der Vektordarstellung (18)

T - [ rcosl/ cosh (al)
Xtr,)=|y | =] rsin 1/ cosh (al) (128)
z rtanh (al)
und der Funktion (62) mits=v
v= %\/1 + a? rarctan [sinh (al)] (129)

erhalten wir die gesuchte inverse Transformation

I = Il(r,v)
1 ) av (125)
I = - h { tan ——
 arsin ( an Nigr r)
Mit der Abktirzung
av
_ 131
s Vv1i+a?r (131
und den Beziehungen
sinh (al) = sinh [arsinh(tan ﬂ)} = tanf8 (132)
. 1
cosh (al) = cosh [arsmh(ta,n ﬂ)] Y (133)
tanh (al) = tanh [arsinh(tan ﬁ)] = sinf  (134)

erhalten wir die gesuchte Parameterdarstellung der bie-
gungsinvarianten Flachen H = a = const. mit den
Flachenparameternr, v

T z (r,v)
Xroo)=| y | = T,V (135)
T,V
mit
I .
T = rcos [Z arsmh(tanﬂ)] cos 3
N
y = rsin [5 arsinh( tan [3)] cos (1352a)
z = rsinf

und g (131). Es gilt

AVN 8-9/2000



(136)

Mit den partiellen Ableitungen des Ortsvektors (135)

0X

o Tangentenvektor an die r-Linie (v = const.)
r

0X o

a0 Tangentenvektor an die v-Linie (r = const.)
v

erhalten wir die GauRschen FundamentalgroRen 1. Art

oX o0X v?
E-<W’5> = 1+3 (137)
X 0X v
— (== === - 2 138
F < or’ Ov > r (138)
oX 0xX
¢ —<%’%> = (139)

und damit das Linienelement im Quadrat, die quadrati-
sche Form

T 2

dr 1+ vo_v dr
ds® = r2oor (140)

dv 2 1 dv

r

Fir die v-Linie (r = const., dr = 0) folgt
ds =dv, (141)
also
s=v; (142)

d. h. der Parameter v ist wie erwartet die Bogenlange s.
Damit gelten die Ableitungen

X X o
%7 - 88_ = X' (Einheitsvektor) (143)
S .
82)2 _ 02)2 _ X—‘// (144)
ov? — 9s2
»X #PX
5 — o - X" . (145)

Mit den Gauflschen Fundamentalgréen 1. Art E,F, G
(137) bis (139) folgt die differentialgeometrische Grofie

W=+VvVEG-F? =1 (146)
und damit das Oberflachenelement
dO =drdv. (147)

Wir erhalten die Oberflache der biegungsinvarianten
Flache H = a = const. als Doppelintegral

AVN 8-9/2000

Mittermayer — Biegungsinvariante Flachen

.
2a

Vita? r
/ dv dr .
v=0

R
o- [
r=0

(148)
R
0= 21\/1 +a? / rdr (149)
a
r=0
mit dem erwarteten Ergebnis
R2
0=""Vita, (150)
4a

siehe Formel (70).

Die Kriimmung der v-Linie (r = const.) ist gleich dem
Betrag der zweiten Ableitung des Ortsvektors (144)
nach der Bogenlange s

k=|X" (151)
mit dem Ergebnis
1 v/ 14 a%cos?p [1}
K(8) = - ——— — 152
() r 1+ a%cosf m (152)
und
B = 4 153
Vi4+a?r (153)
im Definitionsbereich
—21 1+a2r§s§21\/1+a2r. (154)
a a

Diese Formel (152) folgt ebenso aus (113) mit der Trans-
formation (133).

Die Windung der v-Linie (r = const.) als Funktion der
Bogenlange s folgt aus der Formel

()’(‘/ X‘u )‘(’///)
T (S) = (155)

' T

mit dem Ergebnis

T(s) = (156)

1 e |1
r 1+4+a%cos?2fB |m

und S (153) im Definitionsbereich (154). Diese Formel
(156) folgt ebenso aus (125) mit der Transformation
(133).

Die GauRsche Flachenkrimmung erhalten wir mit der
Grolle W (146) aus der Formel

K =LN - M? [#] (157)
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Mit den Gaul3schen Fundamentalgréen 2. Art aus den
Volumenprodukten

#?X 90X aX
b= ( a7 o 0s ) (159)
”X 0X 0X
M = _— = 159
< drds Or 0s ) (159)
N = PX o 9X 160
B 0s?2 Or O0s (160)
und den Ergebnissen
I s%tan B [LJ
1442 [m
stan 8 1
M=—— |— 161
= aen
N tan 3 [ 1 ]
/It a? m
folgt die erwartete Gaul3sche Krimmung
K=LN-M2=0. (162)
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Zusammenfassung

In Verbindung mit den r-Linien (y = const.,

Z = const.) metrischer Kugelkoordinaten
(Mercator) existieren spiralférmige Kegel-
flachen, die eine partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung erflllen. Es ist eine Poisson-
Gleichung. Zwei Parameterdarstellungen dieser
biegungsinvarianten Flachen werden eingefihrt.
Es zeigt sich, dass die im Netz geodatischer Par-
allelkoordinaten auftretenden Orthogonaltrajek-
torien Loxodromen der Kugeln r = const. sind.
Damit ist das Problem gel6st, die Loxodrome
langentreu als Kreisbogen in die Ebene abzu-
wickeln. Im Weiteren werden Formeln fir die
Kriimmung und Windung der Loxodrome
angegeben.

Summary

In connection with the r-lines ((y = const.,

Z = const.) of the metric spherical coordinates
(Mercator) there exist conical helikoidal surfa-
ces. These surfaces satisfy a partial differential
equation of the second order. It is a Poisson
equation. Two parametric representations of
these bending-invariant surfaces are introduced.
It comes out that the orthogonal trajectories,
which occur as parametric lines in the net of geo-
detic parallel coordinates, are the loxodromes of
the spheres r = const. This is the solution of the
problem of a length-invariant development of a
loxodrome as circle into a plane. Further, the
formulas for the curvature and torsion of the
loxodrome are given.
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