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Berechnung des
Varianzfaktors hel
Mehrfachbeobachtungen

F. K. Brunner und A. Wieser

In der Ingenieurgeodisie werden wiederholte
Beobachtungen haufig mit dem gewogenen Mittel
und dessen Gewicht in der Ausgleichung ver-
wendet. Es ist bekannt, dass das Ausgleichungs-
resultat durch eine solche ,,Vorwegmittelung*
nicht geandert wird. In dieser Arbeit wird ge-
zeigt, dass sich jedoch der Varianzfaktor dndert.
Fiir seine korrekte Berechnung miissen die Re-
siduenquadratsumme und der Freiheitsgrad aus
der Vormittelung beriicksichtigt werden.

1 Einleitung

In der Ingenieurgeoddsie kommt es hdufig vor, dass Be-
obachtungen mehrfach ausgefiihrt werden, um die Prézi-
sion zu steigern. Als Beispiel dafiir moge hier die Rich-
tungsbeobachtung in mehreren Sitzen dienen. Friiher hat
man, wegen des Rechenaufwandes, das gewogene Mittel
der wiederholten Beobachtungen mit dem entsprechen-
den Gewicht in die nachfolgende Ausgleichung einge-
fiihrt. Heute konnte man auch alle urspriinglichen Be-
obachtungswerte mit separaten Beobachtungsgleichun-
gen in die Ausgleichung einfiihren. Beide Verfahren er-
geben gleiche Schitzwerte fiir die unbekannten Parame-
ter, wie auch Koch (2000, S. 30) erst kiirzlich wieder ge-
zeigt hat.

Zur Beurteilung der Resultate wird zweckmiBig der Va-
rianzfaktor berechnet und statistisch getestet. Uberra-
schend ist dabei, dass sich fiir beide Berechnungsvarian-
ten unterschiedliche Werte fiir den Varianzfaktor erge-
ben. Wie soll dafiir aber vorgegangen werden, wenn in
der Ausgleichung gewogene Mittel von Mehrfachbe-
obachtungen verwendet werden? Das von Kampmann
und Renner (2000) verwendete Beispiel wollen wir
hier zur Illustration der Problematik verwenden. Die Be-
obachtungen y, die Koeffizientenmatrix A und die Ge-
wichtsmatrix W sind gegeben mit:
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im Gauss-Markov-Modell

wobei E eine Einheitsmatrix ist. Die Parameterschiitzung
nach der Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) ergibt
fiir den unbekannten Vektor &

e it . [ —0.909
¢=(a4) Ay_<—1.409>

Fiir die Summe der Residuenquadrate ergibt sich
e'e = 5364

die mit dem Freiheitsgrad f = 3 eine Schitzung des Va-
rianzfaktors von

> =1.788

ergibt. Wie man aus A leicht erkennen kann, sind die ers-
ten beiden Beobachtungen wiederholte Beobachtungen.
Fassen wir daher diese beiden Beobachtungen durch Mit-
telung vor der Ausgleichung zusammen, so erhalten wir
die folgende Situation:

0.75 1 0 2

2 0 1 . 1

yZ 3 ) AZ - 2 3 ) dlag (WZ) - 1
1.5 3 4 1

Wie vorher schon erwéhnt, und auch bei Kampmann und
Renner (2000) mit Hilfe ,,latenter Restriktionen* gezeigt,
dndert die Vorwegmittelung am Schitzwert fiir & nichts.
Es wird also &, = &. Fiir die Quadratsumme der Resi-
duen erhalten wir jetzt allerdings

e,Wze; =5.239
und mit fz = 2 den Varianzfaktor

&% =2.619

Hier ergibt sich eine iiberraschende Diskrepanz von 46%
in den berechneten Werten der Varianzfaktoren. Diese
Diskrepanz kann zu falschen statistischen Aussagen
(z.B. im Rahmen eines globalen Modelltests) fiihren.
Wir wollen versuchen, die aufgezeigte Diskrepanz im
nichsten Kapitel zu kldren, indem wir das Gauss-Markov
Modell fiir gewogene Mittel von Beobachtungen unter-
suchen. Wir werden zeigen, dass nur der erste der beiden
berechneten Varianzfaktoren korrekt ist, und der zweite
korrigiert werden muss. AbschlieBend schlagen wir eine
einfache Berechnungsmethode vor.
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2 Analyse
2.1 Allgemeines Modell

Die Beobachtungen y sollen zur Schitzung der Unbe-
kannten & verwendet werden. Wir haben unsere Bezeich-
nungen und Modelldefinitionen stark an Grafarend und
Schaffrin (1993) angelehnt. Das lineare Gauss-Markov-
Modell ergibt sich als

. dmA=nxm
A ¢=E{y} mit dmé=mx1

tk A =m
dmy=nx1

(1)
D{y} =V o> mit rk D{y} =n

wobei E{-} und D{-} Erwartungswert und Dispersion be-
zeichnen. Wir behandeln hier nur den Fall eines iiberbe-
stimmten regulidren Modells. Nun wollen wir annehmen,
dass die ersten k Beobachtungen wiederholte Beobach-
tungen sind. Wir fassen sie in einem Vektor y; zusammen
und partitionieren das Modell (1) wie folgt:

_(y . dimy, =kx1
y_<y,) mit dimy,=(n—k) x1 (2)
(A . dmA;, =kxm tkA; =1
A= (A,) ™ dimA, = (- k) xm kA, =m—1
(3)
_ (D}t 0 (Vi O 2
D{y}_< o o) Lo v,)7
. tk Vi=k
mit tkV,=n—k )
und der entsprechenden Gewichtsmatrix
. 1 a0 (W0 . W, = V;l
W=— (Dp}) " = ( 0 Wr> mit 'yl
(5)

Stillschweigend haben wir bereits angenommen, dass die
Mehrfachbeobachtungen y, mit den restlichen Beobach-
tungen y, nicht korreliert sind, siehe Gleichung (5). Das
Normalgleichungssystem fiir die Schitzung von & nach
der MKQ ist

(s ) ()

W, 0

I Al i
aan(y W ) () 0
und nach dem Ausmultiplizieren
AJWA+AIW,AJE = AWy, + AWy, ™)

Wie bekannt, ist der Klammerausdruck auf der linken
Seite invertierbar, und seine Inverse genau die Kofaktor-
matrix der &:

Vii= (AJW/A, +AW,A,)"" (8)

&~
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Die Parameter schitzt man mit

E= Vi AWy, +AW,y,) 9)

Die Residuen € erhilt man wegen E{y} =y +e aus
Gleichung (1)

- (44

und damit die Summe Q der gewichteten Residuenquad-
rate

o = ewe
= SAWIAL - 28AWiy, +y Wiy +
EA'W,AE—2E'AW,y, +y/W,y,

womit die Schitzung des Varianzfaktors (oder ,,Varianz
der Gewichtseinheit*) berechnet werden kann:

(10)

(11)

G- = (12)

2.2 Mittelung der wiederholten Beobachtungen

Die Mittelung der k wiederholten Beobachtungen y; kann
nun formal analog zum Modell (1) ausgefiihrt werden.
Mit I fiihren wir den Vektor von k Einsern ein. Die Mit-
telwertschiitzung ergibt sich dann aus dem Modell

I, -, =E{y;} und D{y;} =V, o’ (13)

wobei 77; der Mittelwert der y; ist. Damit wird der ge-
schitzte Mittelwert 7,

1= (V) LV = (W) Wiy, (14)
und der (skalare) Kofaktor des Mittelwertes

Vi, = Vi, = LWiL) ™ (15)
berechnet. Aus der Schitzung der Residuen
e =11, -y, (16)
erhalten wir Q;
Q=7 LWL — 2 y/WiLidy +y[ Wy, (17)
und mit f; = k — 1 den Varianzfaktor
Q

~2 ]/
F A — 18

1 f[ ( )

innerhalb der Gruppe y; der wiederholten Beobachtun-
gen.

2.3 Modell mit gewogenen Mittelwerten

Wir wollen nun im Modell (1) statt der k direkten Be-
obachtungen nur den Mittelwert 77, weiter verwenden.
Dafiir bezeichnen wir die Koeffizientenzeile der wieder-
holten Beobachtungen mita; und erhalten damit die neue
Koeffizientenmatrix

/
= (2)

(19)
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mit dem entsprechenden Beobachtungsvektor

= (1)

der Dispersionsmatrix

by = (P 0 )= (w0 0
21)

(20)

und der zugehorigen Gewichtsmatrix

(W) 0
wo= (M (22)
Das Normalgleichungssystem
(AJWzAZ)E, = AjW2zy, (23)

reduziert sich nach Substitution der entsprechenden Ma-
trizen und Ausfiihrung der Multiplikationen auf

a1 [Wila] +AW,A)E, = al]W i, + AWy,

(24)
Die Schitzwerte der Residuen sind mit
é,=Az&, -y, (25)
gegeben, womit sich Qy als
Q, =&, Wse, (26)

und mit dem Freiheitsgrad f; = (n — k + 1 — m) der Va-
rianzfaktor 62 ergibt.

Q

A2 Z

VA fZ ( )
2.4 Vergleich der Modelle

Mit a; kénnen wir A; auch schreiben als

A] = lka 1/ (28)

Gleichungen (28) und (14) in (24) eingesetzt ergibt
AW, A, +AW,A)E, =AWy, +AW,y, (29)

Der Vergleich mit dem Gleichungssystem (8) fiir & ergibt
das bekannte Resultat, dass die allgemeine Losung ¢ mit
der Losung &, nach Vorwegmittelung identisch ist. Die-
ser Vergleich zeigt auch sofort, dass die entsprechenden
Kofaktorenmatrizen gleich sind.

Jetzt wollen wir die Berechnung der Varianzfaktoren bei-
der Verfahren untersuchen. Die Residuen ez konnen we-
gen & = &, aus Gleichung (25) hergeleitet werden

5o Ak [ wE—T
° AZ& 2 (Ar&_yr>
Damit konnen wir fiir Q7 den folgenden Ausdruck ent-
wickeln
QZ = ééWZéz
EAIWIALE — 28" AJW iy + i WLt
EAIW,AE—28'AIW,y, +yW,y,

(30)

(31)
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Der Vergleich mit Gleichung (11) zeigt, dass Q7 # Q ist.
Um diese Ungleichheit ndher zu untersuchen, bilden wir
die Summe (Qz + Q):

Q+Qy = fﬁl/iwllk =2y Wiy +y Wiy, +
S'AIWIALC — 28" A W iy, + i W it
éAr/WrAré - Zé/A,{Wryr +yr/Wryr

(32)

und nach einigen Umformungen finden wir

YWy, —28'A]W,y, + EAJW, A&+
gA;W1A1§ +y/ Wiy, —25'A/ W)y,

Q+Q; =

(33)

Damit haben wir den wichtigen Zusammenhang gefun-
den, dass die Summe von 7 und Q; exakt Q ergibt. Der
korrekte Varianzfaktor 6% kann daher nicht nach Glei-
chung (27) errechnet werden, sondern nur nach der fol-
genden Gleichung:

52— Q :QZ+Q[
n—m fz+fi

Bis jetzt wurde nur der Vorgang betrachtet, dass fiir eine
Beobachtung wiederholte Messungen vorliegen. Der
Prozess der Vormittelung kann natiirlich beliebig oft an-
gewendet werden, sollten noch andere Gruppen von
Mehrfachbeobachtungen vorliegen. Der allgemeine
Fall kann aus Gleichung (34) abgeleitet werden, wobei
diese dann fiir jede Gruppe i um die entsprechenden An-
teile Qi = éin‘é,' undﬁ = ki — 1 auf

I
Q7 + Z Q;
- i—1

!
fz+ Zfz
=1

erweitert wird, wenn / Vormittelungen auftreten.

Das aufgezeigte Problem erinnert an den varianzanalyti-
schen Vergleich von mehreren Mittelwerten, wo die
Streuungen innerhalb der Gruppen und zwischen den
Gruppen zu beachten sind, z.B. Sachs (2002, S. 620).
Q) driickt daher nur die Variationen zwischen den (un-
verdnderten) Beobachtungswerten und den Gruppenmit-
telwerten aus. Die Variationen innerhalb der Beobach-
tungsgruppen sind noch zu beriicksichtigen, um fiir
den Varianzfaktor 62 den richtigen Wert zu erhalten.

(34)

6'2

(35)

3 Diskussion

Abschlieend wollen wir wieder zum numerischen Bei-
spiel aus der Einleitung zuriickkommen. Durch Anwen-
dung der Gleichung (34) ldsst sich nun auch bei Vormit-
telung der beiden wiederholten Messungen leicht der
korrekte Varianzfaktor berechnen:

., 5.239+40.125
g =——

= 1.788
2+1

&9



Y y

F. K. Brunner und A. Wieser — Berechnung des Varianzfaktors bei Mehrfachbeobachtungen im Gauss-Markov-Modell

Allerdings muss dafiir auch die Summe der Residuen-
quadrate aus der Mittelbildung und der dabei vorliegende
Freiheitsgrad beriicksichtigt werden.

Im gezeigten Beispiel ist der Varianzfaktor 67 groBer als
der gesuchte Varianzfaktor. 67 konnte aber auch kleiner
ausfallen, wie wir aus Gleichung (34) ableiten konnen,
indem wir die Q durch f - 6* ausdriicken und umformen:

6= - (- o)
2

Man erkennt, dass das GroBenverhiltnis von 67 zu 67 das
Vorzeichen des Korrekturterms in Gleichung (34) be-
stimmt.

Die Berechnung des Varianzfaktors ist wichtiger Be-
standteil der Qualititskontrolle der Messdaten. Fiir den
Ausgang des statistischen Tests des Varianzfaktors (glo-
baler Modelltest) ist es essentiell, dass dieser korrekt
nach Gleichung (35) berechnet wird. Auch fiir den
Fall, dass ¢ nicht bekannt ist und ein Test des Varianz-
faktors nicht erfolgen kann, ist die Berechnung nach
Gleichung (35) wichtig, weil sonst die geschitzten Kon-
fidenzintervalle der Parameter und abgeleiteter Grofien
nicht stimmen.

Fiir die praktische Anwendung der vorgestellten Losung
entsteht kein groer Aufwand. Es muss fiir jede Vormit-
telung von wiederholten Beobachtungen zusitzlich zum
Mittelwert und seinem Gewicht auch der Freiheitsgrad
und die gewichtete Summe der Residuenquadrate fiir
die Berechnung des korrekten Varianzfaktors nach Glei-
chung (35) bereitgestellt werden.

(36)
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Abstract

Repeated observations occur frequently in en-
gineering geodesy. Instead of using separate
observation equations for all repeated observa-
tions, the weighted mean value and its appro-
priate weight are used in the subsequent ad-
justment. It is well known that both methods
yield identical estimates of the parameters. This
paper shows that this is not true for the esti-
mated variance factor. The correct computation
of the variance factor requires the sum of the
squared residuals and the degree of freedom
from the pre-calculation of the weighted mean to
be used further on.
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