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Zur Raumstrecke im Koor-
dinatensystem metrischer
Eberhard Mittermayer, Berlin Mercator-KugelkOOI‘diIlaten

Der Beitrag behandelt den Abstand zweier
Punkte im Koordinatensystem metrischer Mer-
cator-Kugelkoordinaten als Funktion des Ku-
gelradius.

1 Einleitung

In diesem Beitrag betrachten wir die Raumstrecke zweier
Punkte P; und P; in Verbindung mit dem vom Autor ein-
gefiihrten Koordinatensystem metrischer Mercator-Ku-
gelkoordinaten P(r,y,2); siehe in den Grundlagen MITTER-
MAYER (1998 S. 111 {f.), Abb. 1.

In diesem Koordinatensystem beschreiben die Punkte P;
bzw. P; Raumkurven, nimlich die r-Linien (§ = const.,
Z = const.) beziiglich

P,' : ()_):yi,zzzi)bZW.Pj . (572)_1],2:2])
Diese Raumkurven ergeben sich als Durchdringung zwei-
er biharmonischer Flichen, nimlich beziiglich

P; : die Flichen y = y; und 7 = 7; bzw.
P; : die Flichen y = y; und z = Z;.

Umfangreiche differentialgeometrische und funktionen-
theoretische Betrachtungen dieser biharmonischen Fli-

I = const.

X

Abb. 1: Mercator-Kugelkoordinaten P(r,y,7)
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chen siehe in sechs Beitrigen MITTERMAYER (1999a),
(1999b), (1999c¢), (1999d), (2000a), (2000b). Als Durch-
stoB} der r-Linien (¥ = const., Z = const.) mit der Kugel
r = const. (biharmonische Flidche) erhalten wir den Punkt
P(,2) in der Kugelfldche r = const. liegend. In klassischer
zweidimensionaler Betrachtung sind y und Z mit der Di-
mension [m] Lagekoordinaten, die Mercator-Koordinaten
sphérischer Approximation.

Der Abstand d;; der Punkte P; und P; ist eine Funktion von
r, dem Radius der Kugel,

N

_ — _ _
dij(r) = PiP;i = |X; (ryi,z) — X; (r§ijzj)’ (1)

mit dem Ortsvektor

r cos (—l> sech <é>
X; r r

H _ _ _, .
Xi(rynz)= |y |=1| rsin (ﬁ) sech <é)
r r

und

win () = o () ®)

analog der Ortsvektor ?j.

Wie verhiilt sich der Abstand d;;, wenn der Radius der Ku-
gel tiber alle Grenzen wichst? Das Grenzverhalten wird
im Folgenden betrachtet, ein Beitrag zum tieferen Ver-
standnis der Mercator-Koordinaten sphérischer Approxi-
mation.

2 Der Abstand dj; fiir r = ct — oo

Mit der Wahl des einfachsten Ansatzes des Kugelradius r
als Funktion der Zeit ¢

r=ct (4)

beschreiben die Punkte P; und P; Bahnkurven; d.h. es
wird eine Verbindung zur Kinematik hergestellt. Mit die-
sem Ansatz (4) entfernen sich die Punkte P; und P; lings
ihrer Bahnkurven (y = y;, Z = Z;) bzw. (y = yj, Z = Zj) mit
konstanter Radialgeschwindigkeit

. dr m

"Ta € [sec} (5)

Die Bahnkurven der Punkte P; bzw. P; werden durch fol-
gende Ortsvektoren als Funktion der Zeit ¢ beschrieben

147



Eberhard Mittermayer — Zur Raumstrecke im Koordinatensystem metrischer Mercator-Kugelkoordinaten

ct cos <&> sech (é)
ct ct

Xi _ _
— . .
Xi(t)= |y | =1 ctsin <&> sech (ﬁ) (6)
Z ct B ct
ct tanh <£>
ct
bzw. - B
ct cos (ﬁ) sech (Z—J)
X ct ct
— 7 V. Zi
Xi&)= |y | =1 ctsin (y_,) sech (—’) (7)
% ct ct

Z.
ct tanh (—j>
ct

Im Weiteren betrachten wir das Dreieck OP;P; in der
Abb. 1, siche Abb. 2.

Mit den Einheitsvektoren als Funktion der Zeit beziiglich
der Ortsvektoren (6) und (7)

cos <&> sech (§>
ct ct
sin <&> sech <ﬁ> (8)
ct et
Zi
tanh (E)
cos <&> sech (Z—j>
ct ct
sin (y_,) sech (Z—’> 9)
ct B ct
tanh (Z—]>
ct

folgen die Darstellungen

i (6,%) =

bzw.

wp (),5) =

Yi (t;9i,%) = ct 1 (10)
bzw.
Yj (l;}_)j,zj') = ct Wj. (11)

Das Skalarprodukt der Einheitsvektoren (8) und (9) ist
eine Funktion der Zeit

Ccos Yl] (tvyhzlayjﬂzj) = <7i77j>7 (12)
r=0011st

Py (Yi’zi)

Abb. 2: Die Raumstrecke P;P;
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ausfiihrlich

(13)

Mit den Grenzwerten fiir # — oo und y = const. # 0 bzw.
7 = const. # 0 sowie konstanter Radialgeschwindigkeit ¢

“4)

t. t.
lim sin (CO’” ) —0, lim tanh (CO”S ) —0 (14)
t—00 ct t—00
und

t. t.
lim cos (cons ) =1, lim sech (cons ) =1
t—00 ct t—00 ct

(15)

folgt der Grenzwert des Skalarproduktes (13)

d.h. der Zentriwinkel v;; strebt fiir # — oo gegen Null
lim v (51,2:,5),%) =0, (17)

ein Grenzwert dem man sich beliebig genau nihert, je-
doch nie exakt erreicht. Betrachten wir nunmehr in der
Abb. 2 den Abstand d;; als Funktion der Zeit ¢

vy

di (t;9i,%i,9j,Z) = 2 ct sin (18)
Mit der Beziehung

2 sin’ %: 1 —cos vy (19)
folgt aus (18) der Abstand im Quadrat

di(t) =2 1 [1 — cos v;(1)] (20)

und im Weiteren mit dem Skalarprodukt (12) die Grund-
formel

di(r) =2 P [1 = (0, 7))

(21)

Diese Grundformel (21) folgt ebenso direkt aus den Orts-
vektoren (10) und (11). Wir erhalten den Abstand der
Punkte P; und P; im Quadrat

2

4= |- T[ = e -, 22)
im Weiteren

dX = (' — 7)), (7 — 7)), (23)
d} =7 (W, W) = 2 (W0, 7)) + (), 7)) (24)
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Mit den Skalarprodukten der Einheitsvektoren (8) und (9)

() =1, () = 1 (29)
folgt
di =2 P — (0, 7)), (26)

die Formel (21).
Mit dem Grenzwert (16) folgt der unbestimmte Ausdruck

lim d2(r) =2 - i M_zg (27)
Jim dy(r) =2 lim @ 0
ct
Anwendung der Regel von I’Hospital ergibt den Ausdruck
-2 2 71‘,7' Z(t
lim Lﬂz im ﬁ (28)
ot \ct

mit den Funktionen

-t
&
=
=
I~
| &3
<
N——
(@}
o
w2
— 3
Q=
< <5
— —
w2
[¢]
(e}
=
I~
s
~——

+y; - cos <&> sech ( sech (ﬁ
ct ct

+z; - cos (yl> sech (ﬁ) cos ]) sech (ﬁ) tanh (Z—]>
ct ct ct ct ct

»
o
(¢}
=

I )
Q |
N2

1B g
N——
2.
5
A@/—\
~ B N

& | &
S8

~—— " ~—
©.
=
N
3=
~__
w
(€]
o
=
S~
|&
N—

Q|

[ &
N—— N———
« (@}
5 S
N

ST
N——
joel
(¢
(]
=
0N
Q|
N———
-t
o
=
=
7N
&3
N———

(29)

(30)

Mit den Grenzwerten (14) und (15) folgen die Grenzwerte
der Funktionen Z Box (29) und N (30) fiir r — oo und
(¥ = const. # 0, 7= const. # 0, ¢ = const. # 0)

llir& Z (t;j:i,z,-,j)j,zj) =0 (31>
sowie

lim N (£)=0 (32)
—00
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und damit beziiglich des Abstandes im Quadrat wiederum
ein unbestimmter Ausdruck

Z() 0

. 2 1 _

fim dy (1) = Jim S5~ o (33)

Nochmalige Anwendung der Regel von 1’Hospital ergibt
2

o u L0

Jim dy (1) = lim SN ()] Jim Q1) (34)

mit der Funktion Q (£:3:,2:.5,Z))

c
+}7]2'cos (&> sech (ﬁ) cos (y_1>
ct ct ct
+Zl2 - COS <&> sech? (ﬁ> cos <&>
ct ct ct
— 277 sech? (ﬁ> sech? (Z—’>
ct ct
+ij - COS <&) sech (ﬁ) cos (y_,) sech’ (Z—j>
ct ct ct ct
t. t.
+ Terme [sin (_conts ), tanh (cons )} [m?] .
c

ct
(35)

Diese Funktion Q Box (35) hat 6 Terme, die ausschlielich
cos-Funktionen bzw. sech-Funktionen enthalten, die iibri-
gen Terme jedoch mindestens eine sin-Funktion bzw.
tanh-Funktion. Aufgrund der Grenzwerte (14) und (15)
liefern nur die genannten 6 Terme einen Beitrag zum
Grenzverhalten der Funktion Q fiir t — oo. Es folgt

lim Q (15,2,5,,%) =¥ = 2%+, +% — 2% +7,

30
vereinfacht
im Q0= 6y @y | )

Damit erhalten wir aus (34) und (37) als Ergebnis den
Grenzwert des Abstandes dj; der Punkte P; und P; fiir
t— o0

lim dj (1) = d¥ = \/()_’i -9+ @ -3)

1—00 Y

:\/m[m]

. (38

den Lehrsatz des Pythagoras mit den Mercator-Koordina-
ten ¥;,Z;,9,,Z; als kartesische Koordinaten. Dies ist das er-
wartete Ergebnis, denn die (isothermen) metrischen Mer-
cator-Koordinaten sphérischer Approximation verhalten
sich fiir r — oo wie (isotherme) kartesische Koordinaten;
siehe hierzu in MITTERMAYER (2002).

149



Eberhard Mittermayer — Zur Raumstrecke im Koordinatensystem metrischer Mercator-Kugelkoordinaten

3 Die Projektion der Raumstrecke in die
(v,2)-Ebene

Betrachten wir nunmehr die Projektion P’ der Bahnkur-
ven (6) und (7) in die (y,z)-Ebene, dargestellt durch die
Ortsvektoren

. y,~> Zi
_ ct sin | =) sech (—
?i/ ([) _ ();) _ (Ct . (Ct) ’ (39)
' ct tanh (—’)
ct

bzw.
(Y i
. ' ct sin <—> sech (—)
X 0= (7)- AN )
/ ct tanh <_Jt>
c
siehe Abb. 3.

Der Abstand d;; der Punkte P/ und P; in der (y,z)-Ebene ist
eine Funktion der Zeit ¢ '

o —/ —/
dj (63,2, %) = ‘Xi - X1, (41)
im Weiteren der Abstand im Quadrat

— 712

—/ —/ —/ —/ —/
d/izj(t) =X, - X;| =X, - X;),(X;, - X;)), (42)

ausfiihrlich
12 Z]
d? (1) == 43
P=5 (43)

mit den Funktionen

7, = sin’ <&) sech? (ﬁ) + sin? <&> sech® (Z—j)
ct ct ct ct

— 2 sin (&> sech (ﬁ) sin <&> sech (Z—’)

ct ct ct ct

+ tanh? <ﬁ) + tanh? (ﬁ)

Cl; B ct
— 2 tanh (ﬁ> tanh (Z—j> ) (44)
ct ct

und

Ny = @)2 . (45)

Mit den Grenzwerten (14) und (15) folgen die Grenzwerte
der Funktionen Z; Box (44) und N; (45) fiir t — oo und
(¥ = const. # 0, 7= const. # 0, ¢ = const. # 0)

lim Zy (651,%,5,%) =0 (46)
sowie

lim N, (1) =0. (47)
—00

Damit erhalten wir fiir den Abstand der Punkte P/ und Pj’

im Quadrat einen unbestimmten Ausdruck
_ . Zi(n) O
” _ 1 _ Y

Jim d7 (1) = Jim = () 0 (48)
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Abb. 3: Die Projektion der Raumstrecke P;P]

Anwendung der Regel von I’Hospital ergibt

. /2 1 o
tlir(l)lc di (1) = lim §———== lim

2@ _ 7
o &N ()] 17 N2 (1)

mit den Funktionen

(49)
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und
M= (45)
ct
Damit folgt wiederum ein unbestimmter Ausdruck
Z (1) 0 (52)

N, (1) 0

Nochmalige Anwendung der Regel von I’Hospital ergibt
fiir den betrachteten Abstand im Quadrat

lim 4 (1) = tim 52200
1—00 U t—o0 % [N2 (l‘)]

mit der Funktion O (1:90,26,97,Z)

= lim Q (r)

1—00

(53)

0=5;"

+7; - sech® <ﬁ>
ct
— 277 - sech? (E) sech? (ﬁ)
’ ct ct
+7; - sech’ (Z—’)
ct
t. t.
+ Terme [sin <ﬂ>, tanh (cons )} [m*] .
ct ct

(54)

Es folgt der Grenzwert der Funktion O fiir t — oo

lim QO (1:31,2,9:%) =¥ — 29, + ¥ +4 — 225 +7,

(55)
vereinfacht
lim 0 (1) = (i - %)’ + @ —7)" [n’] (56)

Damit erhalten wir aus (53) und (56) als Ergebnis den
Grenzwert des Abstandes dl.j’. der Punkte P/ und Pj.’ in
der (y,z)-Ebene fiir t — oo

lim di} (1) = d/g»o = \/()7, —)_)j)z + (zi — Zj)z

—00
= VAV + AZ [m]

. (5D

vergleiche Formel (38). Wir erkennen gleiche Abstinde
der Punkte P; und P; sowie deren Projektionen P;’ und
P/ fiir t — oo
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lim dy (1) = lim d}, (1) = /Ay + AZ [m] | ;  ©O8)

1—00 1—00

d.h. Parallelitit der Raumstrecken P;P; und P/P/ im R3
fiir r — oo.

Analog folgen die Zusammenhinge zur Raumstrecke im
Koordinatensystem transversaler metrischer Mercator-
Kugelkoordinaten P(r,y,X) mit der y-Achse als Drehachse
und den GaufBlschen Koordinaten P(%,y) der Kugel
r = const. mit der vom Autor eingefiihrten Vektordarstel-

lung
r COS (%) / cosh (g)

r tanh (%) ,

‘ rsin () / cosh (%)

(59)
siehe in den Grundlagen MITTERMAYER (1998 S. 266 ff.).
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Zusammenfassung

In Verbindung mit dem eingefiihrten Koordina-
tensystem metrischer Mercator-Kugelkoordina-
ten P(r,y,z) wird der Abstand zweier Punkte
P;(r;yi,z;) und P; (r; yj,zj) als Funktion des Ku-
gelradius r = ct fiir t — oo betrachtet. Der
Grenzwert existiert. Man erhilt eine Formel, den
Lehrsatz des Pythagoras mit den Mercator-Ko-
ordinaten y;,z;,y;,z; als kartesische Koordinaten.
Das gleiche Ergebnis erhélt man beziiglich der

Summery

In connection with the introduced coordinate
system of metric Mercator coordinates P(r.y,z)
the distance of two points P;(r;y;,z;) and
P;(r;y;,%;) as a function of the radius r = ct will be
considered for ¢ — oco. The limit exists. We obtain
a formula, the thesis of Pythagoras using Mer-
cator-coordinates y;,z;,y;,z; as cartesian coordi-
nates. The same result follows using the projec-
tions P; and PJ/. into the (y,z)-plane.

Projektionen P; und P} in der (y,z)-Ebene.

N y

BUCHBESPRECHUNG

Pioniere der Alpentopografie
Die Geschichte der Schweizer Kartenkunst

Von Paul Caminada,

240 Seiten, 420 Abb. vierfarbig

ISBN 3-905111-99-3, 59,80

Erobern, erforschen,
vermessen, benennen

Die Landeskarte der Schweiz
gilt als eine der weltweit be-
sten topografischen Karten.
Das Kartenwerk, das seit
1935 mit modernsten techni-
schen Mitteln in verschiede-
nen Malstiben herausgege-
ben wird, beruht auf einer
200 Jahre alten topografi-
schen Tradition: Gerade in
den Alpenregionen, die nur
schwer zuginglich waren,
wurde in der ersten Hilfte
des 19. Jahrhunderts ein un-
glaublicher Aufwand betrie-
ben, um das Gelidnde zu ver-
messen und anschlieBend
kartografisch ~ festzuhalten.
Die Topografen bestiegen
Hunderte von Berggipfeln —
oftmals als Erstbesteigungen
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— und meisterten schwierige
Uberquerungen. Sie waren
nicht nur prézise Vermesser,
sondern auch hervorragende
Alpinisten.

In ,,Pioniere der Alpentopo-
grafie” stellt Paul Caminada
— reich illustriert und mit ei-
nem aufiihrlichen Anmer-
kungs- und Quellenapparat
versehen — die Anfinge der
Schweizer Topografie und
ihre Entwicklung bis in die
ersten Jahrzehnte des 20.
Jahrhunderts dar, also bis in
die Zeit, als Vermessungs-
flugzeuge die Landgeometer
abzulosen begannen. Aus-
blicke auf die moderne Ver-
messungstechnik  verfolgen
die Entwicklung bis in die
heutige Zeit. Der Schwer-
punkt liegt auf den ersten bei-

4 B L
Eduard Imhof als Alpinist
Farbstiftzeichnung des Bru-
ders Paull aus dem Jahre
1915. (aus ,,Pioniere der Al-
pentopographie“ von Paul
Caminada)

den nationalen Kartenwerken
der Schweiz, der Dufourkar-
te, die zwischen 1844 und
1864 erschien, und dem Sieg-
friedatlas, der zwischen 1868
und 1950 entstand; die unter-
haltsam formulierte Schilde-
rung beginnt aber schon im

Spétmittelalter und widmet
sich ausfiihrlich den frithen
Reliefpldnen und Kartenwer-
ken der Schweiz. Die Ar-
beitsinstrumente der Topo-
grafen werden ebenso vorge-
stellt wie — in mehr als 270
Kurzbiografien — die wichti-
gen Personlichkeiten und
ihre Leistungen: eine umfas-
sende Darstellung der Karto-
grafie der Schweiz, von ihren
Anfingen bis heute.

Paul Caminada, geboren
1941, ist Ingenieur und war
Teilhaber eines Ingenieurbii-
ros in Zuriich. Er hat ver-
schiedene Biicher iiber den
Bau der Rhitischen Bahn,
den Glacier Express, die Ge-
schichte des Straenbaus in
Graubiinden sowie die Ent-
stethung und Entwicklung
des Wintersports verfasst,
ist passionierter Fotograf
und Mitglied der Schweizeri-
schen Gesellschaft fiir Karto-
graphie. Er lebt in Thalwil.
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