
Im Bereich der Formanalyse wäre es von Nutzen,
könnte man die gemessenen Punkte auf das
Vorhandensein von Ausreißern untersuchen. Die
Anwendung gängiger statistischer Tests aus der
Vermessung von Lagenetzen etc. ist jedoch nicht
möglich, da diese ein zugrunde liegendes Gauß-
Markov-Modell erfordern, was hier selten der
Fall ist. Dieser Beitrag beschreibt deshalb die
Modellierung und Berechnung von groben Be-
obachtungsfehler, wenn zur Ermittlung der Pa-
rameter ein Gauß-Helmert-Modell angewendet
werden muss.

1 Einleitung

Jede gewöhnliche Ausgleichung verfolgt das Ziel, unbe-
kannte Parameter eines vermuteten mathematischen Zu-
sammenhangs zwischen bekannten, aber üblicherweise
unsicheren Beobachtungen zu ermitteln. Die Unsicherheit
der Beobachtungen drückt man durch die Angabe von Va-
rianzen und Kovarianzen aus, man legt also ein stochasti-
sches Verhalten zu Grunde. Damit die Parameterbestim-
mung korrekt verläuft, dürfen die Beobachtungen keine
groben Fehler aufweisen. Da deren Existenz zwar mit
größter Sorgfalt vermieden, aber nie ganz ausgeschlossen
werden kann, ist es gängige Praxis, neben der Berechnung
der Parameter zahlreiche Test durchzuführen, die Auf-
schluss über das Vorhandensein von groben Fehlern in
einzelnen Beobachtungen oder in Gruppen von Beobach-
tungen geben sollen. Sind solche Ausreißer identifiziert
und statistisch verifiziert, dann kann durch iteratives
Streichen der entsprechenden Beobachtungen eine Be-
rechnung der gesuchten Parameter erfolgen, die näher
am wahren Wert liegen sollte.
Allerdings setzen die bekannten Ansätze voraus, dass die
Modellierung des mathematischen Zusammenhangs in
die Klasse der Gauß-Markov-Modelle fällt. Liegt jedoch
ein Gauß-Helmert-Modell zugrunde, wie dies im Bereich
der Formanalyse beinahe ausschließlich der Fall ist, dann
können die bekannten Formeln nicht angewendet werden.
Um beispielsweise einzelne Ausreißer in einer Menge von
Messpunkten bei der Bestimmung von mathematisch be-

schriebenen Ersatzformen zu identifizieren, müssen neue
Testverfahren entwickelt werden.
Der vorliegende Beitrag wiederholt zunächst kurz die Mo-
dellierung von groben Fehlern in Gauß-Markov-Model-
len. Davon ausgehend werden zwei leicht unterschiedli-
che Ansätze zur Berechnung von Ausreißern und deren
Test in Gauß-Helmert-Modellen entwickelt und deren Ei-
genschaften diskutiert.

2 Ausreißertest in Gauß-Markov-Modellen

Die Klasse der Gauß-Markov-Modelle ist eine Untermen-
ge der allgemeinen Klasse der Gauß-Helmert-Modelle
[2, 4]. Der mathematische Ansatz genügt der Form

lþ m ¼ A � x̂x ð2:1Þ

Cll ¼ r̂r2
0Qll ¼ r̂r2

0Pÿ1 ð2:2Þ
Die Menge der Unbekannten x enthält die Parameter, die
die Form vollständig beschreiben. Unter l versteht man
die Menge der Beobachtungen. Der Vektor m beschreibt
die Modifikationen der Beobachtungen, die anzubringen
sind, um das Gleichungssystem konsistent zu machen. Die
Designmatrix A stellt den Zusammenhang zwischen Un-
bekannten und Beobachtungen dar. Die Matrix Cll enthält
die Varianzen und Kovarianzen der Beobachtungen.
Die Gleichung (2.1) wird als mathematisches, Gleichung
(2.2) als stochastisches Modell bezeichnet. Im Zusam-
menhang mit der Suche nach groben Fehlern spricht
man bei obigem Gleichungssystem auch von der Nullhy-
pothese, weil die Abwesenheit von Fehlerthermen die An-
nahme widerspiegelt, dass keine groben Fehler vorhanden
sind.
Um einzelne Beobachtungen oder Beobachtungsgruppen
statistisch zu überprüfen, stellt man die Alternativhypo-
these auf, dass ein solcher Fehler vorliegt. Um diesen
groben Fehler zu modellieren wird der Ansatz nach Glei-
chung (2.1) erweitert [8]:

lþ m 0 ¼ Axþ K4 ð2:3Þ
Der Vektor y enthält die groben Fehler und ist zu ermit-
teln. Die Matrix K regelt, wie sich die einzelnen groben
Fehler aus dem Vektor y auf die Beobachtungen auswir-
ken.
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Die neu eingeführten Parameter y kann man ausgehend
von dem Gleichungssystem

ATPA ATPK

KTPA KTPK

� �
� x

y

� �
¼ ATPl

KT Pl

� �
ð2:4Þ

über

ðKTQeeKÞy ¼ ÿKTe mit Qee ¼ PQmm P und e ¼ Pm

ð2:5Þ

mit den Verbesserungen aus der Nullhypothese berech-
nen. Die Verbesserungen m 0 der Alternativhypothese müs-
sen zur Schätzung des groben Fehlers nicht berechnet
werden. Die Gewichtskoeffizientenmatrix der Fehler y
ist durch

Qyy ¼ ðPQmmPÞÿ1 ð2:6Þ
gegeben.
Möchte man nun zum Beispiel einen Lagepunkt (zweidi-
mensional) testen, so wird die Alternativhypothese wie
folgt angesetzt:
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(Die Schreibweise r (nabla) signalisiert im Allgemeinen
eine kleine Größe und wird hier für die Modellierung des
groben Fehlers verwendet) Gleichung (2.5) nimmt dann
die Gestalt

qeiei
qeiej

qejei
qejej

� �
rx

ry

� �
¼ ÿ ei

ej

� �
ð2:8Þ

an.
Wenn der Varianzfaktor bekannt ist, dann kann man die
Richtigkeit der Annahme eines groben Fehlers in dem
Punkt mit der Testgröße

T ¼ 1
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ð2Þ ð2:9Þ

prüfen. Dazu entscheidet man sich für eine Irrtumswahr-
scheinlichkeit a, was den kritischen Wert k(a) festlegt. k
ist der Wert der v2-Verteilung mit dem der Punktdimen-
sion entsprechenden Freiheitsgrad, für den gilt, dass Werte
über dem Wert k nur mit der Wahrscheinlichkeit a zu er-
warten sind. Ist die Testgröße T größer als der kritische
Wert, dann kann der Modellansatz (2.3), also die Alterna-
tivhypothese, mit großer Wahrscheinlichkeit als richtig
angenommen werden. Es liegt demnach ein grober Fehler
vor. Wenn die Testgröße kleiner als der kritische Wert ist,
dann ist der Wert des groben Fehlers im Verhältnis zu sei-
ner Genauigkeit zu klein, so dass seine Existenz aus sta-
tistischer Sicht bezweifelt werden muss.

Für dreidimensionale Tests (zum Beispiel für 3D-Punkte)
ändern sich die Dimensionen und Belegungen der Matri-
zen in entsprechender Weise.
Der eindimensionale Beobachtungstest ist trivial, denn
durch die Dimension 1 vereinfacht sich die Formel
(2.5) zu

y ¼ rli ¼
ÿei

qeiei

ð2:10Þ

Diese Fehlerschätzung kann man mit

T ¼ e2
i

r2
ei

� v2
ð1Þ ð2:11Þ

nach oben angegebenen Schema testen. Da es sich um
eine v2-Verteilung mit nur einem Freiheitsgrad handelt,
kann man auch die Wurzel des Wertes verwenden. Dieser
Wert folgt bekanntlich der Normalverteilung:

T ¼ ei

r � ffiffiffiffiffiffiffiffi
qeiei

p � Nð0; 1Þ ð2:12Þ

Bemerkung: Die in der Praxis oft anzutreffende Formel

Ti ¼
mi

rmi

� Nð0; 1Þ ð2:13Þ

gilt nur für unkorrelierte Beobachtungen!
Besonders hervorzuheben ist, dass die Berechnung der
groben Fehler y unter Verwendung der Verbesserungen
aus der Nullhypothese erfolgen kann. Im Hinblick auf
die folgenden Ausführungen zu Ausreißertests in Gauß-
Helmert-Modellen betrachte man des weiteren, dass die
Matrix Qeiej

bereits die Inverse der Matrix Qrirj ist.

3 Ausreißertest in Gauß-Helmert-Modellen

Ein Gauß-Helmert-Modell muss immer dann angewendet
werden, wenn die Beobachtungen und die Unbekannten in
der Formulierung des mathematischen Zusammenhangs
nicht generell in getrennten Summanden vorzufinden
sind.

Fðx; lÞ ¼ 0 ð3:1Þ
Dies ist bei der Formanalyse überwiegend der Fall. Das
mathematische und das stochastische Modell der Nullhy-
pothese (keine groben Fehler vorhanden) sieht dann wie
folgt aus [2, 4]:

qF

qx

� �
x̂x;l

dx̂xþ qF

ql

� �
x̂x;l

mþ Fðl; x̂xÞ ¼ 0

bzw: A � dx̂xþ B � mþ w ¼ 0 ð3:2Þ

R � dx̂xþ b ¼ 0 ð3:3Þ

Cll ¼ r̂r2
0Qll ¼ r̂r2

0pÿ1 ð3:4Þ
Die Designmatrix A entsteht durch die Ableitung des
funktionellen Zusammenhangs nach den Parametern x,
die Matrix der Bedingungsgleichungen B aus den Ab-
leitungen nach den Beobachtungen l. Der Vektor w folgt
aus dem Funktionswert F an der Stelle der geschätzten
Unbekannten und der Beobachtungen. Die Gleichung
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R � dx̂xþ b ¼ 0 entsteht durch Linearisieren von Bedin-
gungsgleichungen (beliebige Funktion der Unbekannten)
an der Stelle der Näherungswerte der Unbekannten.
Die Unbekannten erhält man nach endlich vielen Iteratio-
nen aus dem Normalgleichungssystem

BCllB
T A 0

AT 0 RT

0 R 0

24 35 � k1

dx̂x

k2

24 35 ¼ ÿw

0

ÿb

24 35
oder N � z ¼ n ð3:5Þ
über eine Invertierung der Normalgleichungsmatrix N.
Die Teilvektoren k1 und k2 werden als Korrelaten bezeich-
net.
Es wird in diesem Beitrag auf die spezielle Symbolisie-
rung x0 für die erste Näherung der Parameter verzichtet,
weil es sich auch bei der ersten Näherung um eine Para-
meterschätzung x̂x handelt. Bei der Implementierung der
einzelnen Iterationsschritte wie auch mathematisch gese-
hen spielt es letztlich überhaupt keine Rolle, ob die Para-
meterwerte, an deren Stelle der funktionale Zusammen-
hang linearisiert wird, nun aus einer ersten Näherung
oder aus einer vorangegangenen Iteration resultieren.
Es besteht daher kein Grund für eine besondere Hervor-
hebung des ersten Parametersatzes.
Zur Aufstellung der Alternativhypothese gibt es zwei Va-
rianten, die sich im Verfahren kaum aber im Ergebnis si-
gnifikant unterscheiden.

3.1 Variante A

Modelliert man grobe Fehler im Beobachtungsvektor l
ganz allgemein als rl

l̂l ¼ lÿrl ð3:6Þ
und linearisiert den funktionalen Zusammenhang an der
Stelle
ðx̂x; lÞ, dann ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

Fðl; x̂xÞ þ qF
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ð3:7Þ
Wie sich unschwer erkennen lässt, gilt
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so dass man Gleichung (3.7) symbolisch durch

wþ A � dx̂xþ B � mÿ B � r̂rl ¼ 0 ð3:9Þ
darstellen kann.
Fasst man die Zuschläge dx̂x und die groben Fehler
r̂rl als Unbekannte auf (was nahe liegt), dann kann man
Gleichung (3.9) auch durch

ðAÿ BÞ dx̂x

r̂rl

� �
þ Bmþ w ¼ 0 ð3:10Þ

ausdrücken.

An dieser Stelle ist es sinnvoll, die Modellierung des gro-
ben Fehlers zu verfeinern. Gleichung (3.10) sieht eine
Fehlerkomponente für jede eingeführte Beobachtung
vor. Wenn man nicht alle Beobachtungen auf einmal, son-
dern nur einen Teil der Beobachtungen (zum Beispiel die
Koordinaten eines 3D-Punktes) prüfen will, dann kann
man diesen Sachverhalt durch
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(vgl. Ansatz im Gauß-Markov-Modell) ausdrücken. Glei-
chung (3.10) wird dann zu

ðAÿ BKÞ dx̂x

r̂re

� �
þ Bmþ Fðl; x̂xÞ ¼ 0

bzw: Adx̂x 0 þ Bmþ wþ 0 ð3:12Þ
Es handelt sich um dieselbe schematische Darstellung wie
bei der Nullhypothese. Allerdings können die Unbekann-
ten nicht ohne weiteres aus dem Normalgleichungssystem

BCllB
T 0 0
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0

ÿb

24 35
oder N 0 � z ¼ n ð3:13Þ
berechnet werden, da durch den Ansatz (3.12) die Matrix
A 0 und damit auch die Matrix N 0 singulär sein muss. In der
Tat gehen die drei Spaltenvektoren, die aus dem Produkt
ÿBK resultieren, aus dem Vielfachen eines Basisvektors
des <n hervor, wobei n hier die Anzahl der Gleichungen
exklusive der Bedingungsgleichungen entsprechend R sei.
Das bedeutet, dass das Normalgleichungssystem nach
(3.13) unter Verwendung der Matrizen aus (3.12) unend-
lich viele Lösungen besitzt, denn wenn z0 eine Lösung der
Normalgleichungen (3.13) und G 0 der Nullraum von N 0

ist, dann sind alle z nach

z ¼ z0 þ G; k bel ð3:14Þ
ebenfalls Lösungen von (3.13) (siehe [1,3]).
Diese Tatsache lässt sich auch anschaulich leicht nach-
vollziehen, wenn man ein Beispiel aus der Formanalyse
heranzieht: Lässt man einen groben Fehler eines 3D-
Punktes bei der Anpassung einer Ersatzform für die
Punktwolke zu, so kann sich der projizierte Punkt letztlich
überall auf der Form befinden. Der Betrag der Verbesse-
rungen m dieses Punktes wird 0 sein (weil man die Funk-
tion mTPm minimieren möchte), während die Diskrepanz
zwischen originaler und projizierter Koordinate vollstän-
dig durch die Anteile des groben Fehlers ausgedrückt
wird. Da bezüglich des groben Fehlers keine Bedingungen
gestellt worden sind, können dessen Komponenten unend-
lich viele Kombinationen annehmen, sofern die Projekti-
on nur auf der geschätzten Form zu liegen kommt.
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Man muss sich folglich auf eine der Lösungen festlegen.
Aus diesem Grund liegt es nahe, eine Restriktion einzu-
führen, die die Anteile des groben Fehlers einschließt und
den Vektor der Unbekannten z, der die Parameter der
Form, die Komponenten des groben Fehlers und die Kor-
relaten umfasst, eindeutig definiert.
In Analogie zur freien Netzausgleichung [7] ist eine sinn-
volle Vorgabe die, dass der grobe Fehler des Punktes ent-
lang der Lotlinie zur Ersatzfläche zu schätzen ist. Man er-
reicht dies durch die Forderung nach einer Minimierung
der euklidschen Norm des Lösungsvektors kdx̂x 0k2, einer
Halbnorm [3, 6] von z:

kdx̂x 0k2
2 ¼ zTPzz ð3:15Þ

Die Matrix Pz ist eine positiv semidefinite Matrix der Di-
mension (Anzahl der Gleichungen ¼ Anzahl der Unbe-
kannte ¼ Anzahl der Restriktionsgleichungen), die ledig-
lich in den dx̂x 0 zugeordneten Diagonalelementen den Wert
1, sonst 0 aufweist. Die Forderung nach minimaler Halb-
norm (3.15) führt zu einem neuen Normalgleichungs-
system
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0
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0

2664
3775
ð3:16Þ

dessen Normalgleichungsmatrix regulär und dessen Lö-
sungsvektor deshalb eindeutig ist.
Den zur Aufstellung des Normalgleichungssystems nöti-
gen Nullraum G 0 von N 0 kann man nach unterschiedli-
chen mathematischen Verfahren gewinnen. Eine nume-
risch stabile und deshalb empfehlenswerte Lösung gelingt
über eine Singulärwertzerlegung [3, 6]

N 0 ¼ U � S � VT ð3:17Þ
Zu einer beliebigen Matrix C 2 <m�n entstehen bei einer
Singulärwertzerlegung die orthogonalen Matrizen
U 2 <m�m und V 2 <n�n, so dass

UTCV ¼ S ¼ diagðr1; . . . ; rpÞ 2 <m�n

r1 � . . . � rp � 0 ð3:18Þ

p ¼ minfm; ng
Ist die Matrix C singulär, dann sind nicht alle Singulärwer-
te r größer null. Der Nullraum, im aktuellen Fall von N 0

ist der Raum, der von den Vektoren aus V aufgespannt
wird, deren Singulärwert r numerisch gesehen gleich
null ist. Dieser Sachverhalt ist aus (3.17) und (3.18) un-
mittelbar ersichtlich.
Der grobe Fehler r̂re ist nach der Lösung von System
(3.16) wie in (3.12) definiert im letzten Teil von dx̂x 0 zu
finden. Seine Kofaktormatrix Qre erhält man durch Ex-
traktion aus der Matrix Qk1dx 0;k2;k3

, die während der Be-
rechnung von (3.16) entsteht.
Das Verfahren ist iterativ durchzuführen, bis die Norm
kdx̂xk1, also die Anteile der Parameter an der Norm
kdx̂x 0k1, eine vorher festzulegende Grenze, üblicherweise
etwas mehr als die Rechengenauigkeit, nicht überschreitet.

Der Test eines Vektors s auf Signifikanz erfolgt im allge-
meinen durch Berechnung des Testwertes [5]

T ¼ 1

r2
sTQÿ1

s s � v2
ðnÞ ð3:19Þ

(Der Freiheitsgrad n entspricht der Dimension des Vektors
s.)
Diese Formel gilt nur für Vektoren mit regulärer Kofak-
tormatrix. Nun ergibt sich aus den Ausführungen zur Sin-
gularität von N 0 aus (3.13) und der Regularisierungsstra-
tegie zweifelsfrei, dass die Kofaktormatrix Qre des Feh-
lervektors r̂re nicht regulär sein kann. Weil die Modellan-
teile ÿBK im Ansatz (3.12) nur den Rang 1 aufweisen,
muss die Matrix Qre ebenfalls vom Rang 1 sein! Demzu-
folge ist der Vektor r̂re singulär normalverteilt vom Rang
r ¼ 1.

r̂re � N1ð0; r2QreÞ ð3:20Þ
Die Singularität eines normalverteilten Vektors l bedeutet,
dass man die gesamte stochastische Information durch r
Zufallsvariablen und ihre r*r-Kovarianzmatrix darstellen
kann. Die übrig bleibenden Komponenten sind Linear-
kombinationen dieser r Zufallsgrößen und deshalb redun-
dant. Durch orthogonale Transformation [2] des singulä-
ren Vektors,

l1
l2

cr

� �
¼ GT

HT

� �
l

SðGÞ ¼ SðQÞ
SðHÞ ¼ NðQÞ

ð3:21Þ

wobei G aus dem Spaltenraum von Q und H aus dem Null-
raum von Q gebildet wird, erhält man die stochastischen
Anteile l1 und die deterministischen Anteile l2. Die Dichte-
funktion des Vektors l kann prinzipiell nicht eindeutig cha-
rakterisiert werden. Wenn man sich aber auf den Träger der
stochastischen Information l1 beschränkt, dann hat die
Dichtefunktion eines singulären normalverteilten Vektors

l � Nrð0;CÞ ð3:22Þ
die Form

uðxÞ ¼ ð2pÞr
Yr

i¼1

ki

" #ÿ1
2

eÿ
1
2
xT Cÿx ð3:23Þ

Die ki sind die von null verschiedenen Eigenwerte der Ko-
varianzmatrix C und Cÿ eine beliebige g-Inverse von C
wie beispielsweise die Moore-Penrose-Bjerhammar
(MPB)-Inverse Cþ.
Der Vektor l kann nun auf Signifikanz getestet werden,
indem man eine orthogonale Transformation durchführt
und dann den stochastischen Anteil l1

l1 � Nð0;GTCGÞ ð3:24Þ
mittels

T ¼ lT1 ðGTCGÞÿ1
l1 � v2ðrÞ ð3:25Þ

testet. Oder man verzichtet auf die orthogonale Transfor-
mation und verwendet

T ¼ lTCþl � v2ðrÞ ð3:26Þ
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als Testgröße [2]. Übertragen auf das vorliegende Problem
des Beobachtungstests im Gauß-Helmert-Modell lautet
der Test also

T ¼ 1

r2
r̂reT Qþrer̂re � v2

ð1Þ ð3:27Þ

Die MPB-Inverse Qþre erhält man in einfacher und nume-
risch stabiler Weise über eine Singulärwertzerlegung von
Qre [3, 6].
Testet man das Verfahren durch die Ermittlung von Er-
satzformen für synthetisch erzeugte Beobachtungsgrup-
pen, in die man bei einem Punkt lotrecht zur Sollfläche
einen groben Fehler eingebaut hat, so stellt man fest,
dass die Sollparameter der Fläche bei unverrauschten Be-
obachtungen wie zu erwarten exakt erreicht werden.
Der Fehlervektor steht entsprechend der Regularisie-
rungsstrategie genau senkrecht auf der Fläche im Projek-
tionspunkt.
Es bleibt anzumerken, dass die Linearisierung des funk-
tionalen Zusammenhanges an der Stelle ðx̂x; lÞ statt fand.
Der Vektor der Beobachtungen l wurde also nicht in jeder
Iteration um den geschätzten groben Fehlerrl verbessert
und anschließend eine Linearisierung an dieser verbesser-
ten Stelle vorzunehmen. Diese Vorgehensweise ist zuläs-
sig, solange man zum Beispiel durch geeignete Schritte in
der Vorverarbeitung annehmen kann, dass die vermuteten
groben Fehler keine großen Ausmaße erreichen.

3.2 Variante B

Die Schätzung eines groben Fehlers in den Beobachtun-
gen basiert auf der Idee, dass die eigentliche Beobachtung

l̂l ¼ lÿrl ð3:28Þ
sein müsste. Möchte man dem bereits während der Itera-
tion Rechnung tragen, dann bietet sich eine Linearisierung
des funktionalen Zusammenhanges an der Stelle ðx̂x; l̂lÞ an.
Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystem

Fð̂ll; x̂xÞ þ qF

qx

� �
x̂x;̂ll

dx̂xþ qF

ql

� �
x̂x;̂ll

mþ qF

ql

� �
x̂x;̂ll

dr̂rl ¼ 0

ð3:29Þ
das sich von Gleichungssystem (3.7) aus Variante A inso-
fern unterscheidet, dass nun nicht bei jeder Iteration der
gesamte Fehler r̂rl, sondern ein Zuschlag dr̂rl zu der zu-
letzt gültigen Schätzung r̂rl berechnet wird. Man geht hier
also analog zur Schätzung der Parameter x̂x vor.
Wie in Variante A gilt

qF

qrl

� �
x̂x;̂ll

¼ ÿ qF

ql

� �
x̂x;̂ll

ð3:30Þ

so dass man Gleichung (3.29) symbolisch durch

wþ A � dx̂xþ B � mÿ B � dr̂rl ¼ 0 ð3:31Þ
bzw. durch

ðAÿ BÞ dx̂x

dr̂rl

� �
þ Bmþ w ¼ 0 ð3:32Þ

darstellen kann.

Die weitere Berechnung geschieht in völliger Analogie
zur Variante A:
Als Abbruchkriterium für dieses Verfahren kann im Un-
terschied zu Variante A die Norm kdx̂x 0k1 gewählt wer-
den, weil dx̂x 0 nur noch aus Zuschlägen besteht, die alle-
samt irgendwann verschwinden müssen, wenn das Verfah-
ren konvergiert. Es ist zu beachten, dass die Ableitungen
von F immer an der Stelle l̂l ¼ lÿ r̂rl ¼ lÿ K � rêe vor-
zunehmen sind. Das bedeutet, dass der Beobachtungsvek-
tor nach jedem Schleifendurchlauf um den aktuell vermu-
teten groben Fehler zu bereinigen ist, bevor die an der
Ausgleichung beteiligten Matrizen neu aufgestellt werden
und eine erneute Ausgleichung durchgeführt wird.
Testet man das Verfahren wie in Variante A, so stellt man
fest, dass die Sollparameter der Fläche bei unverrauschten
Beobachtungen wie zu erwarten exakt erreicht werden.
Allerdings ist der geschätzte grobe Fehler dem Betrag
nach größer als der ursprünglich eingeführte und steht
nicht senkrecht auf der Fläche im projizierten Punkt, ob-
wohl doch durch die Ränderung der Normalgleichungs-
matrix genau dies gewährleistet sein sollte. Die Ursache
liegt in der Tatsache, dass genau genommen die Zuschläge
in jeder Iteration zu der bis zu dem Zeitpunkt ermittelten
Näherung für den groben Fehler lotrecht zu der Form sind,
die durch die aktuell gültigen Parameterwerte festgelegt
ist. Geht man mit relativ schlechten Näherungen für die
Parameter in die Ausgleichung, so wird sich die Lage
der Form im Laufe der Iterationen merklich verändern.
Damit ändert sich aber auch in jedem Schritt die Lotrich-
tung im projizierten Punkt und damit die Zwangsbedin-
gung für kdx̂x 0k2, so dass die Zuschläge zu dem groben
Fehler als Vektorzug dargestellt eine Raumkurve be-
schreiben. Die Resultierende kann dann nicht mehr senk-
recht auf der Fläche stehen, die aus der letzten Iteration
vor dem Abbruch der Schleife hervorgeht.
Dieses Problem kann man ausschließen, wenn man die er-
ste Näherung für die Parameter nicht gänzlich neu be-
stimmt, sondern stattdessen die Parameterwerte aus der
Nullhypothese verwendet. Unter der Voraussetzung,
dass der grobe Fehler nicht sehr groß ist, sind dann keine
grundlegenden Änderungen im Parametersatz zu erwar-
ten, so dass der berechnete grobe Fehler in dem verfälsch-
ten Punkt ziemlich genau (wenn auch nicht exakt) dem
Sollwert entspricht. Variante A kennt dieses Problem
nicht, weil hier immer an der Stelle der ursprünglichen
Beobachtungen, als aus der Sicht des Vektors e an der
Stelle 0 linearisiert wird. Der komplette Vektor wird
bei jeder Iteration neu geschätzt und wandert sozusagen
mit, wenn sich die Form durch die Verbesserung der Para-
meter ändert. Durch das Verfahren der Ränderung steht
der Fehlervektor immer senkrecht auf der Form, die durch
die Parameterwerte des aktuellen Schrittes definiert wird,
was auch für die letzte Iteration und damit für die endgül-
tige Fläche gelten muss.

4 Zusammenfassung

Möchte man im Bereich der Formanalyse eingeführte
Punktbeobachtungen auf statistischer Basis auf das Vor-
handensein von Ausreißern testen, so hat man das Pro-
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blem, dass man fast immer Gauß-Helmert-Modelle zur
Modellierung verwenden muss. Gängige Testverfahren
basieren jedoch meist auf einfacheren Gauß-Markov-Mo-
dellen.
Der vorliegende Beitrag beschreibt die Durchführung von
mehrdimensionalen Beobachtungstests, wenn ein Gauß-
Helmert-Modell vorliegt und geht auf die Unterschiede
zu entsprechenden Tests bei gewöhnlichen Gauß-Mar-
kov-Modellen ein. Es zeigt sich, dass die aus der Mo-
dellerweiterung entstehenden Normalgleichungssysteme
singulär sind, so dass man auf geeignete Regularisierungs-
verfahren zurückgreifen muss, wenn man zu einer Lösung
gelangen möchte. Auch die Berechnung des statistischen
Testwertes erweist sich als nicht so einfach wie beim
Gauß-Markov-Modell, weil die Kovarianzmatrix des Feh-
lervektors grundsätzlich singulär ist und der Fehlervektor
damit sowohl stochastische als auch deterministische An-
teile enthält.
Zur praktischen Durchführung des Beobachtungstestes
wurden zwei vom Ansatz her leicht unterschiedliche Stra-
tegien untersucht. Bei Variante Awird der funktionale Zu-
sammenhang immer an der Stelle (x̂x; l) linearisiert, wäh-
rend bei Variante B die Linearisierung an der Stelle (x̂x; l̂l)
vorgenommen wird, wobei der Vektor der Beobachtungen
um die berechneten groben Fehlern verbessert wurde. Es
zeigt sich in Tests mit synthetischen Beobachtungsfel-
dern, dass beide Varianten sehr gut geeignet sind, die Soll-
parameter der Fläche zu ermitteln, auch wenn ein grober
Fehler vorliegt.
Bei Variante B steht jedoch der Fehlervektor am Ende
nicht zwangsweise senkrecht auf der Form. Je schlechter
die ersten Näherungsparameter gewählt wurden, desto
größer kann der Winkel zu Flächennormalen werden.
Das Verfahren ist deshalb stark auf gute Näherungswerte
angewiesen, am besten eignen sich die endgültigen Para-
meter aus einer vorherigen Berechnung der Nullhypo-
these.
Bei Variante A ist die Schätzung des groben Fehlers un-
abhängig von den ersten Näherungswerten für die Para-
meter der Form. Sie ist deshalb bei der Berechnung
von Beobachtungstests bei zugrunde liegenden Gauß-Hel-
mert-Modellen vorzuziehen.
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Zusammenfassung

Der vorliegende Beitrag beschreibt, wie mehr-
dimensionale Beobachtungstests in Gauß-Hel-
mert-Modellen durchgeführt werden können und
erläutert die theoretischen Grundlagen. Das
Verfahren kann sinnvoll bei der Ermittlung von
mathematischen Ersatzformen für gemessene
Punktwolken eingesetzt werden, um Ausreißer
im Beobachtungsmaterial auf statistischer
Grundlage zu detektieren und durch deren Eli-
minierung eine bessere Schätzung der Parameter
zu erhalten.

Abstract

This article describes how to test multidimen-
sional observations from a statistical point of view
in so called Gauß-Helmert-Models and delineates
briefly the necessary theoretical basics. When
fitting mathematical surfaces to a set of points the
presented technique can be used to identify and
subsequently eliminate outliers in the underlying
measurements. A new determination of the
parameters is then likely to be closer to the true
values.
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