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Teil 1: Theorie

Der Informationsgehalt geoditischer Beobach-
tungen wird — insbesondere bei heterogenem
Material — hiiufig durch gewohnliche Ausglei-
chungsansitze nicht ausgeschopft, da im Allge-
meinen neben den unbekannten Parametern des
funktionalen Modells mit der Varianz der Gleich-
gewichtseinheit nur eine einzige globale Grofie
des stochastischen Modells geschiitzt wird.
Liegen jedoch a priori Kenntnisse der stochasti-
schen Struktur der Beobachtungen vor, so wird
die Schiitzung von Varianz- und Kovarianzkom-
ponenten moglich, die hiiufig zu einer Verbesse-
rung der Ausgleichungsergebnisse fiihrt.

1 Motivation

Der Informationsgehalt geoditischer Beobachtungen
wird — insbesondere bei heterogenem Material — hidufig
durch (gewohnliche) Ausgleichungsansétze nicht aus-
geschopft, da im Allgemeinen neben den unbekannten
Parametern des funktionalen Modells mit der Varianz
der Gewichtseinheit nur eine einzige globale Grofe des
stochastischen Modells geschitzt wird. Liegen jedoch
a priori Kenntnisse der stochastischen Struktur der Be-
obachtungen vor, so wird die Schitzung von Varianz-
und Kovarianzkomponenten méglich, die hiufig zu ei-
ner Verbesserung der Ausgleichungsergebnisse fiihrt;
WELSCH (1984).

Dass diese Erkenntnisse gerade in letzter Zeit wieder
das zunehmende Interesse der Geoditen gefunden ha-
ben, hat im Wesentlichen zwei Ursachen:

Zum einen entstehen mit dem modernen Instrumenta-
rium der Ingenieurgeodisie mit geringerem Aufwand
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hochredundante Prézisionsnetze, d.h. es liegt ausrei-
chend Information vor, um die zusitzlichen Parameter
eines erweiterten stochastischen Modells signifikant zu
bestimmen.

Zum anderen versagt in riumlichen Netzen die empiri-
sche Abstimmung der Gewichtsverhiltnisse von hetero-
genen Beobachtungen meist, weil insbesondere die Ge-
nauigkeit der Zenitwinkel — und in noch viel grolerem
MaBe die von vorausgewerteten GPS-Messungen —
durch zahlreiche, nicht quantifizierbare Faktoren beein-
flusst wird.

2 Einfiihrung

Sind die Genauigkeitsverhiltnisse innerhalb eines be-
stimmten Beobachtungstyps meist gut bekannt, so wird
bei der Zusammenfassung verschiedenartiger Beobach-
tungstypen in einer Ausgleichung das Problem der ge-
genseitigen Gewichtsabstimmung aufgeworfen.

In einem solchen Fall kann das stochastische Modell be-
reits durch den Ansatz von Gruppenvarianzen optimal
angepasst werden. Fiir jeden Beobachtungstyp wird
dazu eine unbekannte Varianzkomponente angesetzt,
mit der die den jeweiligen Beobachtungstypen zugeord-
neten Kovarianzmatrizen zu multiplizieren sind. Die ge-
samte Kovarianzmatrix setzt sich dann aus den einzel-
nen Kovarianzmatrizen zusammen und hat Blockdiago-
nalstruktur.

Ist eine solche Anpassung alleine noch nicht ausrei-
chend, ermoglichen ,,adaptive Varianzkomponenten
eine problemorientierte Aufspaltung der jeweiligen Ko-
varianzmatrizen in weitere Untermatrizen, die auf ver-
schiedene Fehleranteile (z.B. konstante und strecken-
abhingige) zuriickzufiihren sind.

Fiir jede angesetzte Varianzkomponente kann auch eine
Genauigkeit mitgeschétzt werden. Damit wird auch eine
qualitative Beurteilung des stochastischen Modells mog-
lich.

Die Theorie zur Varianz-Kovarianz-Komponenten-
Schiatzung wurde grofitenteils Anfang der siebziger
Jahre entwickelt (EBNER (1972), KuBIik (1967), Rao
(1970), TOWNSEND & SEARLE (1971)). Wichtige Beitriage
lieferten spiter auch GRAFAREND und D’HONE (1978),
KELM (1978) und GRAFAREND (1978). Als besonders in-
teressant fiir die Bestimmung von Varianz- und Kovari-
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anzkomponenten haben sich die besten (best) invarian-
ten (invariant) quadratischen (quadratic) unverzerrten
(unbiased) Schitzer (estimator) (BIQUE) erwiesen. Ite-
rativ angewandt, besitzen sie die gleichen Optimalitéts-
eigenschaften wie der bekannte Schitzer fiir die Varianz
der Gewichtseinheit: Sie sind unverzerrt, unabhingig
von den festen Parametern und fithren auf minimale Va-
rianz (WELSCH (1984), KocH (1997)).

Eine ausfiihrliche systematische Zusammenstellung der
Gebrauchsformeln fiir die BIQUE von Varianz- und
Kovarianzkomponenten auch bei sequentiellen Aus-
gleichungstechniken, d.h. bei der Zusammenfiihrung
von vorausgeglichenen Teilnetzen mit weiteren Beob-
achtungen, gibt OswWALD (1992). Zur Reduzierung des
nummerischen Aufwandes bei der Berechnung der lo-
kalen BIQUE werden unter Aufgabe von statistischen
Optimalititseigenschaften in OSWALD (1992) ferner ver-
einfachte Schitzfunktionen angegeben. Diese liefern im
Konvergenzpunkt identische Ergebnisse, haben jedoch
den Nachteil, dass sie keine Aussagen iiber die Disper-
sion der geschitzten Varianz- und Kovarianzkompo-
nenten liefern. Sie sind ferner mit dem ,,Forstner-Schét-
zer” (FORSTNER (1979a, 1979b)), der starken Eingang in
die Praxis gefunden hat, dquivalent.

Eine Schitzung von Kovarianzkomponenten ist in der
Theorie zwar moglich, jedoch ist keine praktische An-
wendung bekannt, die sich sinnvoll in ein Netzausglei-
chungsprogramm integrieren ldsst. Das Problem liegt
darin, dass auch bei der Kovarianzkomponentenschit-
zung nicht einzelne Elemente der Kovarianzmatrix ge-
schitzt werden konnen, sondern die Struktur der Kova-
rianzen — zumindest in grofSeren Blocken — bereits be-
kannt sein muss. Allgemeingiiltige Kovarianzen sind fiir
die iiblichen Messverfahren jedoch nicht anwendbar,
und die Ableitung einer solchen Struktur erfordert um-
fangreiche Messungen und Untersuchungen und ist in
der Praxis nicht gegeben. Aber selbst wenn die Struktur
block- oder gruppenweise bekannt ist, bendtigt man im-
mer noch sehr viele Messwerte, um neben Varianzkom-
ponenten auch noch Kovarianzkomponenten schétzen
zu konnen; denn wie Beispiele (KocH, 1981) zeigen, ist
schon fiir die Schitzung einer einzelnen signifikanten
Varianzkomponente in den zugehorigen Messungen
eine Redundanz notwendig, die deutlich iiber 10 liegen
sollte.

Daher beschrénkt sich die Untersuchung im Folgenden
auf die Varianzkomponentenschitzung (VKS). Als
Schitzer bietet sich die beste invariante quadratische er-
wartungstreue Schiatzung (BIQUE) an, bei der auch Ge-
nauigkeitsmafle fiir die Varianzkomponenten mitge-
schitzt werden konnen. Folgende Punkte sollten bei der
Schiétzung vorgesehen werden:

¢ Um heterogene Beobachtungen optimal in einem Ge-
samtmodell kombinieren zu konnen, ist es zumindest
erforderlich, fiir jeden Beobachtungstyp (Strecken-
messung, Zenitwinkeln Richtungsmessung, Koordina-
tendifferenz, . . . ) eine Varianzkomponente vorzuse-
hen.
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e Bei durch elektrooptische Entfernungsmessung er-
mittelten Strecken ist eine weitere Verfeinerung des
stochastischen Modells durch Zerlegung der Varianz
in einen konstanten und einen von der Lénge der
Strecke abhingigen Anteil denkbar.

Bei Zenitwinkeln sollte eine Zerlegung in einen kon-
stanten und einen mit dem Quadrat der Zielweite an-
wachsenden Anteil moglich sein. Diese Aufspaltung
kann auch durch die Vorstellung motiviert werden,
dass sich die Varianz aus einer inneren Genauigkeit
der Zenitwinkelmessung und einem Zieleinstellfehler
zusammensetzt.

Analog zur Vorgehensweise bei den Zenitwinkeln er-
scheint es sinnvoll, auch bei Richtungsbeobachtungen
eine Zerlegung der Varianz in einen konstanten und in
einen streckenabhingigen Anteil vorzusehen.

Eine weitere Untergliederung des stochastischen Mo-
dells sollte moglich sein durch Bildung verschiedener
Gruppen von Messwerten innerhalb eines Beobach-
tungstyps, z.B. fiir jeden Standpunkt bei Richtungs-
messungen oder fiir jede Session bei Vermessungen
mit Satellitennavigationssystemen.

3 Das stochastische Modell der adaptiven
Varianzkomponenten

3.1 Herleitung

Das zur Schétzung von Varianz- und Kovarianzkompo-
nenten erweiterte GauB3-Markoff-Modell definiert sich
nach KocH (1997, S. 245) wie folgt:

Es sei X eine n X u Matrix gegebener Koeffizienten, [3ein
u X 1 Vektor unbekannter Parameter, y ein n X 1 Zufalls-
vektor von Beobachtungen, dessen Kovarianzmatrix
D{y} =3 positiv definit sei, dann bezeichnet man

X B=E{}  mit
Diy}=2 =0}a]T, +0,,0,,T, +---+0] /T,

=0V, +0,,V, ++olV,
als Gauf3-Markoff-Modell mit k unbekannten Vari-
anz- und Kovarianzkomponenten o3, und o,, mit
PE(l .., 1), p<qslundl<k<l(l+1)/2. Die Fakioren o,
und o, seien bekannt und Niherungswerte fiir die Pro-
dukte o%,0% und o,,,0,,. Weiter seien dien X n Matrizen T;
und damit V; fiir i € (1, ..., k) bekannt und symmetrisch,
und Y, V, sei positiv definit.
Spezialisiert auf die in der Einfiihrung formulierten An-
forderungen und unter Verzicht auf die Schiatzung von

Kovarianzkomponenten ergibt sich als Zerlegung fiir
die Kovarianzmatrix

b; b;
Db}== 3 Y olat = ¥ Y v
1

i=l c= i=1 c=1
i-1

mit v= Zb"’ +c
m=1

und als Ndherung fiir die Kovarianzmatrix, wenn die ge-
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suchten Varianzkomponenten zu Eins gesetzt werden

5=Y3v,. (1)

i=] c=1

Dies heif3t, es werden i = 1, ..., h verschiedene Gruppen-
varianzen angesetzt, wobei wiederum die i-fe Gruppen-
varianz in ¢ = I, ..., b; Einzelkomponenten unterteilt sein
kann (adaptives Modell). Insgesamt werden also
k= Z'i’: , b; Varianzkomponenten eingefiihrt.

Beispiel zu (1): Fiir eine Schitzung von fiinf Varianz-
komponenten ergibt sich als eine Moglichkeit fiir die
gendherte Kovarianzmatrix

v o0 0 ]
Z,=| 0 V)+V} 0
0 0 V/+V/
- S @)
v 0 0
=0 V)+V; 0
0 0 V/+V}

Zum einfacheren Umgang mit Blockmatrizen werden
einige Konventionen eingefiihrt: Wie mit (3) beispiel-
haft fiir eine Matrix aus 3X3 Blocken gezeigt, werden
die Matrixblocke mit indizierten kursiven Grof3buchsta-
ben identifiziert. Bei den Diagonalblocken kann die
Doppelindizierung entfallen. Entsprechend (4) bezeich-
nen fette, kursive und indizierte Gro3buchstaben dieje-
nige Matrix, bei der alle anderen Blocke durch Nullma-
trizen ersetzt sind.

Bll BIZ Bl3 Bl BIZ Bl3

B=|B, B, By|=|B; B, By 3)
B;; Bs, By By, B;, B;

z.B.
B, 00 0 0 0

B,=10 0 0f; B;=|0 0 By 4)
0 0 0 0 0 0

In der Beispielmatrix (2) gibt es drei verschiedene Grup-
penvarianzen, von denen jeweils zwei nach dem adapti-
ven Modell weiter aufgeteilt sind. Eine solche Auftei-
lung ist bei einer Netzausgleichung fiir Streckenmessun-
gen, Zenitwinkel und Richtungsbeobachtungen denk-
bar, wenn Genauigkeiten fiir streckenabhéngige und
konstante Fehleranteile getrennt voneinander bestimmt
werden sollen. Jeder Beobachtungstyp bildet eine
Gruppe, deren zugehorige stochastische Struktur zur ge-
samten Kovarianzinformation einen Matrixblock V
beitrdagt. Dabei werden die Matrixblocke entlang der
Diagonalen mit einem tiefgestellten Index durchnum-
meriert. Bei einer weiteren adaptiven Aufspaltung der
Kovarianzblocke fiir eine Beobachtungsart werden die
einzelnen Teilblocke durch hochgestellte Indexzahlen
gekennzeichnet. Es soll im Weiteren vorausgesetzt wer-
den, dass Korrelationen nur innerhalb der jeweiligen
Gruppe, jedoch nicht zwischen Messungen, die zu ver-
schiedenen Gruppen gehoren, auftreten. Die Struktur
der Matrixblocke ist von der Fehlermodellierung des je-
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weiligen Beobachtungstyps abhidngig und wird in Ab-
schn. 3 nédher diskutiert.

Die Ableitung der Formeln zur Berechnung der besten
(best) invarianten (invariant) quadratischen (quadratic)
unverzerrten (unbiased) Schitzung (estimation) (BI-
QUE) ist in KocH (1997) ausfiihrlich dargestellt, so dass
hier nur die fiir die weiteren Ausfithrungen benétigten
Ergebnisse tibernommen werden.

Unter Verwendung des Projektionsoperators
R=XX"Z,Xx)y x"z;! (5)
wird die symmetrische Matrix W mit

W=2(I-R) (6)
eingefiihrt.

Hinzu kommen die HilfsgroBBen ¢ und S:

a=(q,)=6" 2"V 5;'e") (7)
fiir ve(l,... k)
mit i€ (l,...,h); ce(l,....b)

S = (5, )= sp WV WYS) (8)
fiir v,we (Ik)

i=1 Jj=1
v=Yb,+c; w=3b, +d
m=1 m=1

mit i je(l,....h);

ce(l,...b); dell...b))
Dabei ist é der Vektor der Residuen. Bezeichnet man
mit dem n X1 Vektor y die Schitzwerte der Erwar-
tungswerte E{y} der Beobachtungen, so erhidlt man den

n X 1 Vektor é der Schitzwerte des Zufallsvektors e der
Fehler von y zu

j=Xp.
wobei B Schiitzwerte fiir Parameter B sind.

Fiir das Beispiel (2) sehen die HilfsgroBen (7) und (8)
wie folgt aus:

é=y-y mit

[eTpv,pe)] [ E7Pe))
(é:ZPszIPzéz) ( szzpzez)
9= (Agpzvzzpzéz) = (Azrpvz Pzez) ©)
€rry/pe,)l |ETPyvipPe,)
_(AaTPJV32P3eA3)_ ( 3TP3V3 P3e3)
é
wobei é=|é, | und
&,
rl=pP
vl o0 o T [P 0 o
=0 V/+v} 0 =0 B 0
0 0 Vi +V} 0 0 P
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und
[sp(Wv wv,) ]
spwvwv,!) spwv,wv;) symmetrisch
s =|spWvwv?) spwv,wv?) spwviwvy)
spWv,wv;) spwv,wv)) sp(wviwv]) splwvwv,)
spWvwv?) spwviwv?) spwviwv?) spwv,wvy?) spwv;iwv})

Am Aufbau der Matrix § wird deutlich, dass die durch
die Matrizen V représentierte stochastische Information
der einzelnen Beobachtungstypen und gegebenenfalls
deren adaptiven Teilkomponenten in allen Kombinatio-
nen miteinander verflochten werden und so in die Schit-
zung der Varianzkomponenten mit eingehen.

Fiir die Inverse der gendherten Kovarianzmatrix wurde
dabei die Notation

2, =P =diag(P,,P,, -, P,)
eingefiihrt.

Die geschitzten Varianzkomponenten errechnen sich

nun zu
T
o; | (10)

mit ihren zugehorigen Varianzen, die sich aus den Dia-
gonalelementen der invertierten Matrix S (8) ergeben

ka }= sVV S_l = (SVW)

Diese Schitzwerte sind jedoch nur eine lokal beste
Schitzung, weil in die Aufstellung von W (6) und g (7)
die gendherte Kovarianzmatrix (1) eingeht.

6=S"'q, wobei O'=[a,2 022

Um die Schitzungen und ihre Varianzen unabhéngig
von den gewihlten Niherungswerten o zu erhalten,
sind mit der ersten Schitzung (6 J), =6 5} und mit (a2),
= a2 die Produkte (6 7),(a?); als neue Niherungswerte
(02), = (6 2);(a2); in eine zweite Schitzung der Vari-
anzkomponenten mit dem Ergebnis (& 5)2 einzufiihren.
Es ist dann so lange zu iterieren, bis nach n Iterationen

(6 P), =1 fiir alle kK Komponenten erhalten wird.

Im Punkt der Konvergenz reproduzieren sich die Schit-
zungen, da die Schitzwerte gleich den Naherungswerten
werden. Die Produkte (G 2),(a?2), liefern im Konver-
genzpunkt unabhiingig von den gewihlten Niherungs-
werten die Varianzkomponenten der iterierten Schiit-
zung
n-1

@), =al[6D, fir 6D,=1. (11)
Fiir die urspriinglichen Néherungswerte a2 = (a2); und
somit auch fiir die durch V| gegebenen stochastischen
Teilinformationen ergeben sich als Korrekturfaktoren
f 2 fiir das jeweilige Varianzniveau

n-1
£=T16)-
m=1

Die Genauigkeit fiir die /-te Beobachtung ist bekannter-
mafen durch die Wurzel aus dem zugehorigen Diago-

(12)
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nalelement } ; der Kovarianzmatrix definiert. Nach der
Varianzkomponentenschétzung erhélt man fiir die Stan-
dardabweichung s der [-ten Beobachtung, die sich
0.B.d.A. in Gruppe i befinden soll

b; b;
50 =420 = DLV =Y AV
c=1

) e=t . (13)
mit v= me +c
m=1

Ist die stochastische Information der Gruppe i nicht wei-
ter unterteilt, sondern analog zu Gruppe 1 in Beispiel (2)
durch V;vollstidndig beschrieben, so vereinfacht sich (13)
zu

n-1
ss=f Vo mit £, =]]@).,
m=]

und der Faktor f, gibt unmittelbar die Korrektur fiir die
Standardabweichungen der zu Gruppe i gehdrenden Be-
obachtungen an.

(14)

3.2 Aspekte einer effektiven nummerischen Berechnung

Fiir die effiziente Berechnung der Varianzkomponenten
wird die Aufstellung der Matrix S (8) entsprechend
OswALD (1992) auf anteilige Normalgleichungsmatri-
zen zuriickgefiihrt. Diese Ableitung gilt jedoch nur fiir
Gruppenvarianzen und geht somit davon aus, dass wie
bei Gruppe 1 des Beispiels (2) fiir alle Gruppen der Zu-
sammenhang V;P; = I gilt.

Hier soll jedoch neben der gruppenweisen Varianz-
komponentenschitzung auch die Berechnung von adap-
tiven Varianzenkomponenten erméglicht werden. Diese
gehoren zu einer Gruppe i, deren stochastische Infor-
mation nach dem adaptiven Modell in mehrere Anteile
aufgespalten ist (Gruppen 2 und 3 in Beispiel (2)).

Die Ableitung ist daher unter Beachtung von
VP 21
zu erweitern.

Dazu wird zunichst auch die Koeffizientenmatrix ent-
sprechend der 4 Gruppenvarianzen in Blocke aufgeteilt

XII

X = X.“ ;
X

XT=|x,) (%) - (x,)]
=[x x5 - x}] |
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Fiir die Aufstellung der Matrix § benotigt man die Ma-
trizenprodukte WV und WVJ‘.{ die sich nach (5) und (6)
zu

WV¢ =PV —PXN X" PVf

(15)
wv/ =PV} -PXN XTPV}
ergeben.

Bei der Berechnung dieser Matrizenprodukte konnen
viele Rechenoperationen eingespart werden, wenn die
Blockstrukturen der beteiligten Matrizen beachtet wer-
den. Fiir das Matrizenprodukt X7 PV¢ erhilt man zu-
néchst eine uXn Matrix. Dabei sind u die Anzahl der
Unbekannten und n die Anzahl der Beobachtungen.
Das # steht fiir einen Matrixblock mit beliebigen Zahlen.
Die iibrigen A — 1 Matrixblocke O enthalten nur Nullen.

X'Pvs =[0 o #, 0 - 0] (16)
Daraus folgt fiir die u X n Matrix N"XT PV¥
N XTpve =[o o #, 0 - 0]
und fiir die aus ~X A Blocken bestehende nXn Matrix
XN XT pvf
O - 0 #, 0 - 0O

coTooe |O 0 O # O - 0
XN"X"PV{ =| o r T :
o - 0 #, 0 - 0

Man erhilt schliellich die Besetzungsstrukturen

o . 5 g oo
0 - | ),, 0 0
0 0 -~ (W), - o
wys |0 © (WV:;' , O
5 5 (ij’)hi 5

und die nur in jeder Spalte j besetzte Matrix

0 0( i()u(WVj )U”'O
WV,.”WV;' ) 0 Q:"’(WV.'()Z,-:(WVJ‘d )Zj 0 ’
0 o)), o
so dass

oy )= o), ;7))

Aufgrund von (16) ist (15) dquivalent zu

WV =PV, -PXN"(X"), PV
d_ d “(xT 4

WV =PV’ -PXN (X"),; P}V,

und weiter
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WV, =P, X ;N (X"), PV

fo--- 0 -0 O]
=10--- (inr )ji .0 0O ﬁ'jri;ﬁj
|0~ 0 -0 0]
Wv); =P,X,N (X"),, PV} fiiri # j

WV), =(WV), =PV -PX,N(X"),PVf

spWV, Wy )=
= splwvi) o), )= solwwic), b))
= sp((PijlN_ (XT )]iPiVi( )(P;XUN_ (XT )1; Pjvjd ))
firi#j
sp (W‘/irWVid )=
(v -px,N(x7),PV)
=P . d _ T d
(Pve-px,N-(x7),PV)
Unter Beachtung folgender Matrixregeln
sp(A+B)=sp(A)+sp(B)
sp(AB)=sp( BA)
lasst sich weiter umformen
sowvwvy)
— ((XT)H PiV.‘P.X,.,)N‘ ’
A (xm),pvirx,

it )N ] ﬁjrli]
sp(WVi(WVid)

_ Ve -px, N (x7),Pye)
’ '(Pivid _RXiIN_(XT)IiPi‘/id)

= splpv: Py )-
sV PX N (xT), PV~
sw(Px,N(x7), PV PV)+
Px,N-(x7),PVS
sp
( PX,N" (XT)I,PV”J
p(PV PV )-
sp(((X ") PVARVPX,N)-
sl(x7), pvepviEx, V)
sp(((X’),,-EVfax,-,) . }

: ((X T )Ii PiVidPiXiI
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Unter Einfiithrung der Abkiirzungen
M =(x"), PV PV/PX,

(17)
M; = (XT )li PV PX,
erhélt man schlieflich
s wyy)
=sp(M{N"MIN®) firizj
(18)

spwv,wv)

= sp(PV PV )-spl(WN ")
- sp(ﬂf‘iN')+ sp(M,.‘N'M‘,"N‘ )

Erfolgt bei einer bestimmten Gruppe keine weitere Auf-
spaltung der stochastischen Information, so kann man
folgende Vereinfachungen vornehmen:

M, =(XT)liPiViPiXi1 =(XT)“P,.X“

M, =(x"),PV,PPVPX, (19)
=(XT)1iPiXil =M,

sp(WWj)= sp(M,-N'MjN_)

sp(WV,WV,) (20)

= rg(V;)-25p(M,N ")+ sp(M,N-M,N")

Damit sind in Ergidnzung zu OswALD (1992) die Bezie-
hungen fiir eine effektive Berechnung im kombinierten
Modell (adaptive Varianzen und Gruppenvarianzen)
abgeleitet.

3.3 Empfehlungen zur programmtechnischen
Umsetzung

Die Aufstellung der Matrix S (8) und die Berechnung
der Varianzkomponenten konnen in einem separaten
Programmteil, der mit VKS-Modul (bei Realisierung
mit FORTRANO90) bezeichnet werden soll, erfolgen.
Dem VKS-Modul muss der Aufbau der stochastischen
Information fiir die einzelnen Beobachtungstypen nicht
bekannt sein, wenn die Aufstellung der Matrizen M
nach (17) bzw. (19) von Unterprogrammen anderer Mo-
dule erledigt wird.

Es bietet sich an, fiir jede Beobachtungsart ein eigenes
Modul anzulegen. Ein solches Modul iibernimmt die
Verwaltung der jeweiligen Messdaten, kennt die jeweili-
gen Beobachtungsgleichungen mit dem zugehorigen
stochastischen Modell und kann so neben den eigentli-
chen Normalgleichungsanteilen auch die jeweiligen Ma-
trizen, die vom VKS-Modul angefordert werden, zur
Verfiigung stellen.

4 Stochastische Modelle
4.1 Beobachtungstyp Strecke

Fiir Streckenmessungen ermoglicht der Ansatz fiir die
Standardabweichung in der Form
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[ 2 .
o, =qa, +a,,, s

die Modellierung eines konstanten und eines linear von
der Strecke s abhéngigen Fehleranteils. Die benotigten
Matrizen fiir die Schitzung von adaptiven Varianzkom-
ponenten in einer Beobachtungsgruppe i bestehend aus
n; gemessenen Strecken werden aufgestellt zu

(21)

7 0 0 0]
0 1 0
V! =a?
0o 0 0
0 -0 1
s - (22)
s 0 0 0]
0 s; 0
Vi2 :a3+l
0 0 0
0o --- 0 si_

Aus der bekannten Genauigkeitsangabe fiir ein EDM-
Geréit von 3 mm + 2 ppm ergeben sich als Ndherungs-
werte d, =310 mund a,,;=2-107°.

Alternativ dazu kann man die Verhiltnisse der Genau-
igkeiten zwischen den einzelnen Strecken durch Anga-
be einer Standardabweichung m, fiir jede einzelne
Strecke fest vorgeben, und nur das Genauigkeitsniveau
der gesamten Gruppe durch den Ansatz einer (Grup-
pen-)Varianzkomponente

(m> 0 0 0 ]
0 m; 0
V! =a? (23)
0 0 0
0 0 m,f

schitzen. Dies wird z.B. erforderlich, wenn keine aus-
reichende Anzahl unterschiedlich langer Strecken zur
Verfiigung steht, oder die Strecken nicht mit einem
EDM-Gerit gemessen sind und einem anderen stochas-
tischen Modell folgen. Die Messungen werden dabei je-
weils als unkorreliert betrachtet. Weiter ist es moglich,
die Messungen in mehrere Gruppen aufzuteilen, fiir jede
Gruppe wiederum Matrizen nach (22) oder (23) anzu-
setzen, um so mehrere Varianzniveaus zu schiatzen. Dies
ist in jedem Falle sinnvoll, wenn verschiedene Instru-
mente zur Streckenmessung eingesetzt wurden, oder
Ansitze der Form (21) zu verifizieren sind.

4.2 Beobachtungstyp Richtung und Zenitwinkel

Fiir eine beobachtete Richtung oder Zenitwinkel kann
man sich vorstellen, dass sich der Fehlerhaushalt aus ei-
ner konstanten Messgenauigkeit des Instrumentes und
einer Anzielgenauigkeit je nach Beobachter und ver-

87



gleg, Hirsch — Varianzkomponentenschétzung in ingenieurgeodétischen Netzen

wendeter Signalisierung zusammensetzt. Die Auswir-
kung ist dabei umso stérker, je kiirzer die Beobach-
tungsstrecke ist. So hat ein Anzielfehler von 0,1 mm bei
einer Zielung iiber /0 mr bereits einen Einfluss von
0,6 mgon auf die Zenitwinkel und wirkt umgekehrt pro-
portional zur Zielweite. Die gesamte Standardabwei-
chung errechnet sich dann nach
aZ

+—s”2*—’—-p

_ 2
ar,z =4 %

i (24)
Die bendtigten Matrizen fiir die Varianzkomponenten-
schitzung einer Beobachtungsgruppe i bestehend aus n;
gemessenen Richtungen oder Zenitwinkeln ergeben
sich hier dann zu

1 0 0 0]
0 1 0
V) =a! und
0 0 0
K 0 1|
s 0 0 0]
0 s° 0
Vi2 = a5+l
0o 0 0
o - 0 S""?

Ein Ansatz wie bei den Streckenbeobachtungen nach
(23) ist hier ebenso moglich. Die dortigen Ausfithrungen
gelten entsprechend.

4.3 Beobachtungstyp Koordinatendifferenz

Bei dem Beobachtungstyp Koordinatendifferenz han-
delt es sich um die Weiterverarbeitung einer vorausge-
glichenen GroBle. Bei GPS-Beobachtungen mit zwei
Empfiangern, von denen einer als Referenzstation dient,
ergeben sich mit der GPS-Auswertesoftware einzelne
Basislinien. Zu jeder Basislinie erhilt man eine vollbe-
setzte 3 X3 Kovarianzmatrix mit der stochastischen In-
formation aus der Vorausgleichung der origindren Pha-
senmessungen. Da in die Vorausgleichung sehr viele
Phasen eingehen, deren Korrelationen von der Auswer-
tesoftware nicht vollstédndig beriicksichtigt werden kon-
nen, sind die angegebenen Qualitdtsmalle viel zu opti-
mistisch.

Bei der Weiterverarbeitung muss jedoch davon ausge-
gangen werden, dass die Genauigkeitsverhéltnisse zwi-
schen verschiedenen Basislinien, deren Beobachtungs-
zeiten sich nicht allzu sehr voneinander unterscheiden,
und das Genauigkeitsverhéltnis der verschiedenen Ba-
sislinienkomponenten untereinander einschlieBlich ih-
rer gegenseitigen Korrelationen von der Auswertesoft-
ware ausreichend genau modelliert sind.

Somit konnen mehrere oder alle beobachteten Basisli-
nien zu einer Gruppe von Beobachtungen zusammenge-
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fasst werden, deren tatsédchliches dueres Genauigkeits-
niveau sich dann durch den Ansatz von nur einer Vari-
anzkomponente schétzen lasst.

Die Matrix fiir die Varianzkomponentenschétzung hat
dann Blockdiagonalstruktur (25). Wenn mit e Empfin-
gern gleichzeitig gemessen wurde, und ein Programm fiir
Sessionauswertungen zur Verfiigung steht, erhidlt man
fiir jede Session 3(e—1) Koordinatendifferenzen und
eine vollbesetzte Kovarianzmatrix der Grofe
3(e-1)X3(e-1).

Falls sich aus der Sessionauswertung nicht 3(e—1) Koor-
dinatendifferenzen, sondern 3¢ Koordinaten mit einer
3eX3e Kovarianzmatrix ergeben, konnen diese fiir die
Weiterverarbeitung einfach in Koordinatendifferenzen
umgerechnet werden. Wurde bei der zugehorigen Aus-
wertung ein Punkt koordinatenméBig festgehalten, so
sind die Koordinatendifferenzen beziiglich dieses Punk-
tes zu bilden, und die Kovarianzinformation fiir die sich
ergebenden Koordinatendifferenzen ist identisch mit
der Kovarianzinformation fiir den nicht festgehaltenen
Punkt.

Ansonsten muss noch eine Kovarianzfortpflanzung be-
rechnet werden. Die zugehorige Varianzfortpflan-
zungsmatrix enthélt jedoch auBBer Nullen in jeder Zeile
nur zwei Einsen, davon eine mit negativem Vorzeichen.
Die Matrix (25) fiir die VKS hat dann weiterhin Block-
diagonalstruktur, allerdings vergrof3ern sich die Blocke
von 3X3 auf 3(e—1)X3(e—1).

2
Ma,  Mgegy, Mo, 0 0 0
m mim 0 0 0
ax%,4y; ay dydz)
my . m m} 0 0 0
A4z, By 4z
.. 2 25)
Vi =a, 0 0 0 msz A%y, Axyhz, (
0 0 0 m m?
4%y, 4y, dyydz;
0 0 0 m m m’
Axydzy dy,4z, 4zy

Fazit

Fiir eine sinnvolle Anwendung des kombinierten Vari-
anzkomponentenmodells (Gruppenvarianzen und ad-
aptive Varianzen) wurden effektiv auswertbare Bezie-
hungen abgeleitet.

Um den nummerischen Aufwand und die erforderliche
Speicherkapazitit zu begrenzen, sind weitere Uberle-
gungen hinsichtlich des Programmdesigns notwendig.
Hier bieten objektorientierte Ansidtze wie die Daten-
kapselung in FORTRAN90-Modulen weitreichende
Moglichkeiten.

SchlieBlich wurden die stochastischen Modelle fiir ver-
schiedene Beobachtungstypen vorgestellt.

(Literatur und Zusammenfassung siehe Seite 90) (wird fortgesetzt)
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Zusammenfassung

In diesem zweiteiligen Beitrag soll gezeigt wer-
den, wie sich mit der Schitzung von Varianzkom-
ponenten die tatsichliche Genauigkeit der ver-
wendeten Messgeriite realistischer beurteilt Lisst,
und wie sich die Varianzkomponentenschiitzung
(VKS) in ingenieurgeoditischen Netzen auf die
berechneten Koordinaten und deren Qualitéits-
maBe auswirkt.

Ferner werden Aspekte der optimalen Integra-
tion von GPS-Messungen in terrestrische Netze
diskutiert.

Besonderes Augenmerk wird auf die Signifikanz
der geschiitzten stochastischen Parameter gelegt.
Anhand mehrerer Beispiele wird aufgezeigt,
welche Voraussetzungen erfiillt sein miissen,
damit signifikante Varianzkomponenten erhalten
werden.

Abstract

In this two-part contribution, we aim to show how
estimating the variance components allows the
actual accuracy of the measuring instruments
used to be assessed more realistically, and how
the variance component estimation in engineer
geodetic networks affects the computed
coordinates and their variances.

In addition, aspects of the optimal integration of
GPS-measurements into terrestrial networks are
discussed.

Particular attention is paid to the significance of
the estimated stochastic parameters. By means of
several examples, we demonstrate which
prerequisites have to be satisfied in order that
significant variance components are obtained.

Zeitschriften-Beitrage sind mit Sach-
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