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Ellipsoidische Gaußsche 
Koordinaten und die Meridian-
konvergenz für das WGS-84
(Subroutinen)

Rechenformeln und Subroutinen zur Transformation
der ellipsoidischen geographischen Koordinaten in el-
lipsoidische Gaußsche Koordinaten sowie deren inverse
Transformation, einschließlich der Berechnung der el-
lipsoidischen Gaußschen Meridiankonvergenz, werden
entwickelt.

1 Grundlagen

Wir beginnen mit dem Ortsvektor des Rotationsellip-
soides im ellipsoidischen isothermen (q,l)-System

mit den Differentialquotienten

und den Transformationen

Mit den Tangentenvektoren

a) an die q-Linie (l = const.) (Meridian)

b) an die l-Linie (q = const.) (Parallelkreis)

folgen die Gaußschen Fundamentalgrößen 1. Art

und damit das Linienelement im Quadrat

siehe hierzu in MITTERMAYER (1995).

Für l = const. (dl = 0) folgt das Linienelement der Meri-
dianellipse

mit dem Parallelhalbmesser p als Funktion der ellipsoi-
dischen Mercator-Breite q

eine Glockenkurve (Abb. 1).

In diesem Beitrag werden die ellipsoidischen
Gaußschen Koordinaten zerlegt, nämlich in 
einen Hauptterm sphärischer Approximation 
(exakte Formeln) und eine kleine ellipsoidische
Korrektur. Funktionentheoretisch geht es darum,
diese ellipsoidische Korrektur durch einen kom-
plexe Funktion (Polynom) zu approximieren.
Dies wird durch eine Interpolationsformel (Poly-
nom) für die Meridianbogenlänge als Funktion
eines isothermen Parameters in den Grenzen
[Südpol, Nordpol] erreicht.
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Abb. 1: Der Parallelhalbmesser p(q) 
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Für q = 0 gilt

die große Halbachse.

Die ellipsoidische geographische Breite φ (q) folgt ent-
weder aus der bekannten allgemeinen Iteration

mit linearer Konvergenz oder durch Newton-Iteration
mit quadratischer Konvergenz:

mit

und dem Startwert

Ausgehend von dem Linienelement (10) erhalten wir
durch Integration die Meridianbogenlänge s als Funk-
tion der ellipsoidischen Mercator-Breite q

siehe Abb. 2 und Abb. 3.

Die Berechnung diskreter Funktionswerte

erfolgt aus (17) durch nummerische Integration nach
Romberg. Zur Integrationsmethode siehe z. B. in STIE-
FEL (1965).

Für den Meridianbogen s90 folgt

Zunächst gilt es, diese Funktion s (q) (17) der Meridian-
bogenlänge durch eine Approximationsformel (Interpo-
lation) darzustellen.

2 Die Approximationsformel

Mit der eindeutigen Variablen-Transformation

und der zugehörigen inversen Transformation

wird die Funktion s (q) in q = [–∞, ∞] auf das Einheits-
intervall q– = [–1, 1] transformiert.

Mit dem Differentialquotienten 

folgt das transformierte Linienelement aus (10)

Damit erhalten wir die Bogenlänge s der Meridianellip-
se als Funktion von q–

mit dem Querkrümmungshalbmesser 

und 

Die Abb. 4 zeigt die transformierte Funktion s(q–) in 
|q–| ≤ 1, eine fast lineare Funktion.

Die Berechnung diskreter Funktionswerte der Meridi-
anbogenlänge 

folgt aus (24) durch Romberg-Integration. 

Die lineare Funktion
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Abb. 3: Die Meridianbogenlänge s(q)

Abb. 2: Die Meridianellipse
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bedeutet sphärische Approximation. Ersetzt man den
Meridianbogen s90 durch einen Kreisbogen gleicher Bo-
genlänge 

so folgt mit der Transformation (20)

also

mit

Mit dem Ansatz für die Meridianbogenlänge

betrachten wir im Weiteren die ellipsoidische Korrektur

siehe Abb. 5.

Ziel ist es, diese ellipsoidische Korrektur (34) durch ein
Polynom n-ten Grades darzustellen

Die Lösung dieser Approximationsaufgabe erfolgt
durch trigonometrische Interpolation; siehe hierzu in
ZURMÜHL (1965, S. 370 ff.).

Wir entwickeln die Funktion f(q–) (34) nach Tscheby-
scheffschen Polynomen (T-Polynomen)

mit dem Grad der Entwicklung

ungerade Symmetrie bezüglich q–.

Die Entwicklungskoeffizienten Bk folgen aus den Sum-
menformeln

mit

und den Funktionswerten

an den nicht-äquidistanten Stützstellen q–j

Wird diese Entwicklung nach T-Polynomen (36) mit 
n = N – 2 abgebrochen, so folgt zunächst die Approxi-
mationsformel

Durch Einsetzen der T-Polynome

in (42) und ordnen der Summe nach Potenzen in q– er-
halten wir die gesuchte Approximationsformel für die
ellipsoidische Korrektur (34), ein Polynom n-ten Grades
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Abb. 4: Die Meridianbogenlänge s (q–) 
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Abb. 5: Die ellipsoidische Korrektur f (q–)
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An den nicht-äquidistanten Stützstellen q–j (41) hat die
zugehörige Fehlerfunktion

alternierende Fehlerwerte, nämlich

die Interpolationseigenschaft.

2.1 Das WGS-84

Das World Geodetic System 1984 (WGS-84) ist definiert
durch 4 Parameter, nämlich der großen Halbachse a, der
Gravitationskonstante GM, dem Kugelfunktionskoeffi-
zienten C

–
2,0 und der Erdrotationsgeschwindigkeit ω

Mit der dynamischen Abplattung

als abgeleitete Größe erhält man im Weiteren die 
1. nummerische Exzentrizität e2 durch Iteration aus der
Beziehung

mit

und

zur Theorie siehe in HEISKANEN und MORITZ (1967).

Als Ergebnisse erhalten wir e2, die kleine Halbachse b

und durch nummerische Integration den Meridianbogen
s90

Die Berechnung der Entwicklungs-Koeffizienten Bk
(38) und im Weiteren der Polynomkoeffizienten bk (44)
erfolgte an einer hp-Workstation mit 4facher Wort-
länge. Für den Polynomgrad

ergeben sich folgende Koeffizienten

Tab. 1: Koeffizienten für das WGS-84

Als Kontrolle gilt

Die Abb. 6 zeigt die Fehlerfunktion für n = 19

mit den Fehlerwerten an den Stützstellen q–j (41), der In-
terpolationseigenschaft

PC-Genauigkeit (doppelte Wortlänge).

Für die Praxis soll die Approximationsformel der ellip-
soidischen Korrektur (44) vereinfacht werden. Mit der
Umformung

und

erhalten wir als Ergebnis die Rechenformel für die Me-
ridianbogenlänge s als Funktion von q– (reelle Achse)
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Abb. 6: Die Fehlerfunktion E19(q
–) 
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für n = 19 bzw. n– = 9.

3 Ellipsoidische Gaußsche Koordinaten x–, y–

Bezeichnen wir die Meridianbogenlänge s(q–) (58) mit x–

so erhalten wir die Gaußschen Koordinaten x–, y– über den
Ansatz einer komplexen Funktion

und deren Zerlegung in Real- und Imaginärteil

Hierbei sind die isothermen Parameter q–, l
-
Funktionen

der ellipsoidischen Mercator-Breite q und der ellipsoidi-
schen Mercator-Länge l.

Mit der Transformation (20) als komplexe Funktion

und deren Zerlegung in Real- und Imaginärteil folgen
die Transformationen

die die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfüllen

siehe hierzu in MITTERMAYER (1999).

Als geometrische Deutung der Transformationen (62)
erkennen wir ein weiteres ellipsoidisches isothermes
Koordinatensystem. Das zugehörige Linienelement im
Quadrat siehe in MITTERMAYER (1995). 

Mit der Approximationsformel für die Meridianbogen-
länge (58), nunmehr als  komplexe Funktion

und der Zerlegung der ellipsoidischen Korrektur 

erhalten wir als Ergebnis die Rechenformeln für die el-
lipsoidischen Gaußschen Koordinaten

Betrachten wir nunmehr die Zerlegung A und B. Aus-
gehend von der Vereinfachung (56) erhalten wir die
komplexe Funktion

Mit der Zerlegung

also

und im Weiteren der Zerlegung des Polynoms vom
Grade n– in (68)

folgt der einfache Zusammenhang

Damit erhalten wir die Zerlegung der komplexen Funk-
tion zur ellipsoidischen Korrektur (66)

Die Berechnung der Größen C und D erfolgt mit dem
bekannten doppelzeiligen Horner-Schema; siehe z. B. in
ZURMÜHL (1965, S. 66 ff.).

In sphärischer Approximation

erhalten wir mit (67) und (29)

mit den Transformationen (63).
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4 Die Gaußsche Meridiankonvergenz c (q, l)

Die Gaußsche Meridiankonvergenz c ist definiert als
Winkel zwischen dem ellipsoidischen Meridian l = const.
und der Parameterlinie (Koordinatenlinie) y– = const. im
betrachteten Punkt P des Rotationsellipsoides. Wir be-
ginnen mit der Grundformel der Gaußschen Meridian-
konvergenz

siehe in HECK (1987, S. 156). Ausgehend von den Trans-
formationen

bilden wir die partiellen Ableitungen

mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
(64).

Aus den Rechenformeln (67) folgen die Cauchy-Rie-
mannschen Differentialgleichungen

Damit erhalten wir die partiellen Ableitungen (79), (80)

Als Quotient der partiellen Ableitungen (82) folgt die
Gaußsche Meridiankonvergenz (76)

Einsetzen der Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen (64) in (83) ergibt die Rechenformel für die el-
lipsoidische Gaußsche Meridiankonvergenz

Die partiellen Ableitungen in der Formel (84) folgen als
Zerlegung der Ableitung der komplexen Funktion (66)

Ausgehend von der Ableitung der ellipsoidischen Kor-
rektur (56) längs der reellen q–-Achse

mit

folgt die Ableitung der komplexen Funktion (66) mit
(70)

Mit dem doppelzeiligen Horner-Schema erhalten wir
die Zerlegung der Ableitung der komplexen Funktion
(88)

In sphärischer Approximation

folgt aus (84) die Formel

siehe im VL-Skript „Die Kugel“, MITTERMAYER (1998, 
S. 98ff.).

5 Die Subroutine

In der SUBROUTINE TR1 in Fortran 77 werden für
das WGS-84 ellipsoidische Gaußsche Koordinaten x–, y–

gemäß der Transformationskette

sowie die ellipsoidische Gaußsche Meridiankonvergenz
c berechnet.

Formelle Parameter sind:

Eingabe:

phi ··· ellipsoidische geographische Breite φ(Bogenmaß)
rl   ··· ellipsoidische geographische Länge λ (Bogenmaß)

Ausgabe:

xs ··· Gaußsche Koordinate x–, [m]
ys ··· Gaußsche Koordinate y– [m]
cwi ··· Meridiankonvergenz c (Bogenmaß)
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Die Zerlegung eines Polynoms n-ten Grades mit reellen
Koeffizienten in Real- und Imaginärteil (Funktions-
wert)

erfolgt mit dem doppelzeiligen Horner-Schema in der
SUBROUTINE CHORNER (a,n,u,v,b,c).

Formelle Parameter sind:

a ··· Koeffizienten a(0),a(1),...,a(n)
n ··· Grad des Polynoms
u ··· Realteil von z
v ··· Imaginärteil von z
b ··· Realteil des Polynoms
c ··· Imaginärteil des Polynoms.

6 Die inverse Transformation
6.1 Grundlagen

Ausgehend von der komplexen Funktion (60)

betrachten wir die zugehörige inverse Funktion

Für y- = 0 (Bezugsmeridian) folgt auf der reellen x–-Achse
die Funktion

x– ist die Meridianbogenlänge s. Es gilt der Definitions-
bereich

Durch Einführung einer normierten Meridianbogen-
länge

wird die Funktion (94) auf das Einheitsintervall

transformiert

eine fast lineare Funktion; siehe Abb. 7.

Berechnung diskreter Funktionswerte

mit beliebiger Genauigkeit: Ausgehend von dem Lini-
enelement (23)

mit der Funktion
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und

erhalten wir als inverses Problem eine gewöhnliche Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung

Mit

folgt die transformierte Differentialgleichung 1. Ord-
nung

und durch Trennung der Variablen in (102) 

mit der Anfangsbedingung

Wir erhalten als Lösung dieser Differentialgleichung 
1. Ordnung (102) eine implizite Darstellung der gesuch-
ten Funktion (96)

Diskrete Funktionswerte (97)

erhalten wir als Nullstellen der Gleichung (104), be-
stimmbar durch Newton-Iteration mit quadratischer
Konvergenz

mit

(99) und dem Startwert

zur Integrationsmethode der Differentialgleichung 
1. Ordnung siehe MITTERMAYER (1966).

6.2 Die Approximationsformel

Mit dem Ansatz für die Funktion q–(x̂) (96)

betrachten wir im Weiteren die ellipsoidische Korrektur

siehe Abb. 8.

Gemäß Abschnitt 2 wird diese Funktion nach T-Polyno-
men entwickelt

Mit dem Abbruch der Entwicklung 

und Ordnen der Terme nach Potenzen von x̂ erhalten wir
die gesuchte Approximation, ein Polynom n-ten Grades

Für den Polynomgrad

ergeben sich die Koeffizienten aus Tab. 2.

Als Kontrolle gilt

Die Abb. 9 zeigt die Fehlerfunktion für n = 17
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Abb. 7: Die Funktion q-(x-)
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Abb. 8: Die ellipsoidische Korrektur ∆q-(x̂)
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An den nicht-äquidistanten Stützstellen 

erhalten wir betragsmäßig gleiche Fehlerwerte, die In-
terpolationseigenschaft

PC-Genauigkeit (doppelte Wortlänge).

Mit der Umformung der Polynomapproximation (Inter-
polationsformel) (111)

und

erhalten wir als Ergebnis die Rechenformel für den Pa-
rameter q– als Funktion von x̂ (reelle Achse) 

für n = 17 bzw. n– = 8.
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Tab. 2: Koeffizienten für das WGS-84

 (115)
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Abb. 9: Die Fehlerfunktion E17 (x̂)
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6.3 Transformationen (x-, y-)�(φφ, λλ)

Betrachten wir nunmehr die Transformationskette zwi-
schen den Gaußschen Koordinaten x-, y- und dem ellip-
soidischen (φ, λ)-System

Zunächst erhalten wir mit (95) die komplexe Funktion

und ihre Zerlegung

Im Weiteren folgt mit (108) die komplexe Funktion

und mit der Zerlegung des Polynoms

das Ergebnis

Betrachten wir im Weiteren die Zerlegung A und B.
Ausgehend von der Vereinfachung (117) erhalten wir

Mit der Zerlegung

also

und im Weiteren der Zerlegung des Polynoms vom
Grade n- in (125)

folgt der Zusammenhang

Damit erhalten wir die Zerlegung der komplexen Funk-
tion zur ellipsoidischen Korrektur (123)

Mit der inversen komplexen Funktion aus (21)

und deren Zerlegung in Real- und Imaginärteil folgen
die Transformationen

die die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfüllen

Abschließend erhalten wir die ellipsoidische geographi-
sche Breite φdurch Iteration nach (13) bzw. (14)

und die ellipsoidische geographische Länge λ

6.4 Die Gaußsche Meridiankonvergenz c (x-, y-) 

Wir beginnen mit der bekannten 2. Grundformel der
Gaußschen Meridiankonvergenz

Ausgehend von den Transformationen (133)

im Weiteren mit den Transformationen (124)

sowie (121)

folgen die direkten Transformationen zwischen dem el-
lipsoidischen (q, l)-System und den Gaußschen Koordi-
naten (x-, y-)

Wir erhalten folgende partielle Ableitungen
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Aus den Transformationen (124)

folgen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen

im Weiteren die partiellen Ableitungen (142), (143)

Der Quotient der partiellen Ableitungen (146) ergibt
mit (137) die Gaußsche Meridiankonvergenz

Durch Einsetzen der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen (134) in (147) erhalten wir eine zweite
Rechenformel für die Gaußsche Meridiankonvergenz
als Funktion der Gaußschen Koordinaten  (x-, y-)

Die partiellen Ableitungen in der Formel (148) folgen
als Zerlegung der Ableitung der komplexen Funktion
(117)

ebenso

mit

und 

Mit dem doppelzeiligen Horner-Schema erhalten wir
die gesuchte Zerlegung der Ableitung der komplexen
Funktion (149)

In sphärischer Approximation

folgt 

und weiter mit den Transformationen

und der Kugel r = RM (32) die Formel der Gaußschen
Meridiankonvergenz in sphärischer Approximation

vergleiche im VL-Skript ,,Die Kugel“,  MITTERMAYER

(1998, S. 291).

6.5 Die Subroutine

In der SUBROUTINE TR2 in Fortran 77 werden für
das WGS-84 ellipsoidische Gaußsche Koordinaten x-, y-

gemäß der Transformationskette 

in ellipsoidische geographische Koordinaten φ, λ trans-
formiert sowie die ellipsoidische Gaußsche Meridian-
konvergenz c als Funktion von x-, y- berechnet.

Formelle Parameter sind:

Eingabe:

xs · · · Gaußsche Koordinate x-, [m] 
ys · · · Gaußsche Koordinate y- [m]

Ausgabe:

phi · · · ellipsoidische geographische Breite φ(Bogenmaß)
rl   · · · ellipsoidische geographische Länge λ (Bogenmaß)
cwi · · · Meridiankonvergenz c (Bogenmaß)
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6.6 Beispiele

Es folgen für das WGS-84 einige Beispiele zur Transfor-
mation der ellipsoidischen geographischen Koordinaten
φ, λ in Gaußsche Koordinaten x-, y- und umgekehrt

sowie die zugehörigen ellipsoidischen Gaußschen Meri-
diankonvergenzen c, gerechnet mit den Subroutinen
TR1 und TR2.

Die Beispiele in der Tabelle 3 dienen der Kontrolle be-
züglich der 4 Quadranten eines Punktes P(φ, λ). 

Die Tabelle 4 enthält zur ellipsoidischen geographischen 

Breite φ= 52° vier Beispiele mit den ellipsoidischen geo-
graphischen Längen λ = 10°, 20°, 30°, 40°.

Hinweis: Die Koeffizienten der Polynomapproximatio-
nen (58) und (119) für die Ellipsoide von Bessel, Hay-
ford und Krassowsky sowie dem GRS-80 liegen eben-
falls vor und werden auf Wunsch zur Verfügung gestellt.  

Literatur

HECK, B. (1987): Rechenverfahren und Auswertemodelle
der Landesvermessung. Herbert Wichmann Verlag, Karls-
ruhe.
HEISKANEN, W. A. und MORITZ H. (1967): Physical Geo-
desy. W. H. Freeman, San Franscisco.

Mittermayer – Ellipsoidische Gaußsche Koordinaten und die Meridiankonvergenz für das WGS-84

Tab. 3: Nummerische Beispiele zur Koordinatentransformation
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Zusammenfassung
Unter konsequenter Anwendung der nummeri-
schen Mathematik werden einfache Rechenfor-
meln zur Transformation ellipsoidischer geogra-
phischer Koordinaten in ellipsoidische Gaußsche
Koordinaten und umgekehrt entwickelt. Hierbei
werden die Gaußschen Koordinaten in ein
Hauptglied (sphärische Approximation) und 
eine ellipsoidische Korrektur zerlegt. Es gilt,
diese ellipsoidische Korrektur durch eine kom-
plexe Funktion darzustellen. Dies erfolgt durch
eine bestmögliche Polynomapproximation (In-
terpolation). In Folge werden zur Berechnung
der ellipsoidischen Gaußschen Meridiankon-
vergenz Formeln entwickelt. In diesem Beitrag
sind die Polynomkoeffizienten für das WGS-84
angegeben; abschließend einige Beispiele,
gerechnet mit den Subroutinen TR1 und TR2.

Summary
Using consequently the numerical mathematics
simplecalculation formulas for transformation of
ellipsoidal geographic coordinates into ellipsoidal
Gaussian coordinates and vice verse are develo-
ped. In order to do it, the Gaussian coordinates
are decomposed in a main part (spherical appro-
ximation) and an ellipsoidal correction. This 
ellipsoidal correction should be represented as a
complex function. This is realized by a best-possi-
ble polynomial approximation (interpolation). It
follows a derivation of formulas for the computa-
tion of the ellipsoidal Gaussian convergence of
meridians. In this contribution the polynomial
coefficients for WGS-84 are given, as well as
some examples computed using subroutines TR1
and TR2.


