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Ellipsoidische Gaufische

Koordinaten und die Meridian-

konvergenz fur das WGS-84
Eherhard Mittemayer,Berin  (OUIDFOULINEN)

In diesem Beitrag werden die ellipsoidischen
GauBschen Koordinaten zerlegt, nimlich in
einen Hauptterm sphiirischer Approximation
(exakte Formeln) und eine kleine ellipsoidische
Korrektur. Funktionentheoretisch geht es darum,
diese ellipsoidische Korrektur durch einen kom-
plexe Funktion (Polynom) zu approximieren.
Dies wird durch eine Interpolationsformel (Poly-
nom) fiir die Meridianbogenliinge als Funktion
eines isothermen Parameters in den Grenzen

Rechenformeln und Subroutinen zur Transformation
der ellipsoidischen geographischen Koordinaten in el-
lipsoidische Gauf3sche Koordinaten sowie deren inverse
Transformation, einschlieflich der Berechnung der el-
lipsoidischen Gaufischen Meridiankonvergenz, werden
entwickelt.

1 Grundlagen

Wir beginnen mit dem Ortsvektor des Rotationsellip-
soides im ellipsoidischen isothermen (g,/)-System

x N cos ¢ (q)cosl
X(@)=1y |= N cos ¢ (q)sinl 1)
z N(1—¢*)sing(q)

mit den Differentialquotienten
dp¢  Ncos¢g d\

= — = 2
dq M dl L @
und den Transformationen
qg= artanh(sin ¢) —e artanh(e sin ¢) , =X, 3)
Mit den Tangentenvektoren
a) an die g-Linie (/ = const.) (Meridian)

. S —Nsin ¢ (q) cos ¢ (q) cosl
B_X = a_X @ = N si inl 4
dq 9¢ dg = —N'sin ¢ (g) cos ¢ (¢) sin 4)

N cos? ¢ (q)
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b) an die /-Linie (g = const.) (Parallelkreis)

. —N cos ¢ (q)sinl
0X
- N cos ¢ (q) cosl (5)
0

folgen die Gaufischen Fundamentalgréfen 1. Art
0X oX

E = (== ==\ -
0X 0X

F = (2= 22 =
<3q’ 8l> 0 ™)

al’ ol N

und damit das Linienelement im Quadrat

ds? = N cos? ¢ (q) (dq2 + dl2) : (9)

N?cos” ¢ (q) (6)

G = N?cos® ¢ (q) (8)

siche hierzu in MITTERMAYER (1995).

Fiir [ = const. (dl = 0) folgt das Linienelement der Meri-
dianellipse

ds = Ncosd(q) dq (10)

mit dem Parallelhalbmesser p als Funktion der ellipsoi-
dischen Mercator-Breite ¢

p(g) = Ncosé(q) , (11)
eine Glockenkurve (Abb. 1).
p(a)
\
a
-5 ~2'5 0 25 50
Abb. 1: Der Parallelhalbmesser p (q)
95



r
R/Iittermayer — Ellipsoidische Gauf3sche Koordinaten und die Meridiankonvergenz fiir das WGS-84

Fiir g = 0 gilt
p(0) = a, (12)
die gro3e Halbachse.

Die ellipsoidische geographische Breite ¢ (q) folgt ent-
weder aus der bekannten allgemeinen Iteration

(13)

mit linearer Konvergenz oder durch Newton-Iteration
mit quadratischer Konvergenz:

biy1 = ¢i — F (&) (1 — €%sin? ¢,~) cos ¢l/ (1 — 62) (14)

mit

sin ¢;41 = tanh [q + e artanh (e sin qﬁz)}

F (¢;) = artanh (sin ¢;) — e artanh (esing;) — ¢ (15)
und dem Startwert
¢o = arcsin (tanh ¢) = arctan (sinh ¢) . (16)

Ausgehend von dem Linienelement (10) erhalten wir
durch Integration die Meridianbogenliange s als Funk-
tion der ellipsoidischen Mercator-Breite g
t=q
s(q) = /Ncos¢(t) dt
t=0

siche Abb. 2 und Abb. 3.

(17)

VA
A

q=c0

% P(q)

/ /g\s(q)ﬁ‘]
q=0
\ N
q=-o

Abb. 2: Die Meridianellipse

s(a)

\
590

—S90

Abb. 3: Die Meridianbogenliinge s (q)
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Die Berechnung diskreter Funktionswerte
sj = s(g5) (18)
erfolgt aus (17) durch nummerische Integration nach

Romberg. Zur Integrationsmethode siehe z.B. in STIE-
FEL (1965).

Fiir den Meridianbogen sq, folgt

o0

390=/P(Q) dq .

0

(19)

Zunichst gilt es, diese Funktion s (¢) (17) der Meridian-
bogenliange durch eine Approximationsformel (Interpo-
lation) darzustellen.

2 Die Approximationsformel

Mit der eindeutigen Variablen-Transformation

2

g = ¢(q) = = arctan (sinh q) (20)
™

und der zugehorigen inversen Transformation

g = q(q) = arsinh [tan (%q) ] (21)

wird die Funktion s (g) in ¢ = [-00, oo] auf das Einheits-
intervall g = [-1, 1] transformiert.

Mit dem Differentialquotienten

dg _m_di_ (22)
4~ 2 con (37

folgt das transformierte Linienelement aus (10)

x Neosd[a(@)]
2 cos (%(j)

Damit erhalten wir die Bogenldnge s der Meridianellip-
se als Funktion von g

ds = dq . (23)

t=q

s@=5 [

t=0

Ncosqﬁ[q(t)]

cos (gt)

dt (24)

mit dem Querkriimmungshalbmesser

N=¢meﬁﬂﬂm (25)
und
q(t) = arsinh [tan (-gt) } . (26)

Die Abb. 4 zeigt die transformierte Funktion s(g) in
|g| <1, eine fast lineare Funktion.

Die Berechnung diskreter Funktionswerte der Meridi-
anbogenlinge

sj = s(q) 27)

folgt aus (24) durch Romberg-Integration.

Die lineare Funktion

s = Se0-{ (28)
AVN 3/2002
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s(a)

S90

[
Y
=Y

=S99

Abb. 4: Die Meridianbogenliinge s (q)

bedeutet sphérische Approximation. Ersetzt man den
Meridianbogen sqq durch einen Kreisbogen gleicher Bo-
genldnge

Sg0 = g Ry (29)

so folgt mit der Transformation (20)

S = 890+ § = Rpsarctan (sinh ¢) (30)

also

s=Rpy-¢ (31)

mit

RM = z S90 - (32)
™

Mit dem Ansatz fiir die Meridianbogenlédnge

s=5(a) = ss0|7+ /(0] (33)

betrachten wir im Weiteren die ellipsoidische Korrektur

s(q) —S90q . _
f@)= D=l (34)
S90
siche Abb. 5.
£ (g)[10~*
\
6—1
3_
- -05 05 P
_3..
_6_

ADbb. 5: Die ellipsoidische Korrektur f (q)

Ziel ist es, diese ellipsoidische Korrektur (34) durch ein
Polynom n-ten Grades darzustellen

AVN 3/2002

F@=h@=) bd. (35)
k=1(2)
Die Losung dieser Approximationsaufgabe erfolgt

durch trigonometrische Interpolation; siche hierzu in
ZURMUHL (1965, S. 370 ft.).

Wir entwickeln die Funktion f(g) (34) nach Tscheby-
scheffschen Polynomen (T-Polynomen)

N

f@=fv@= ) BT (36)
k=1(2)

mit dem Grad der Entwicklung

N = 2p+1; (37)

ungerade Symmetrie beziiglich g.

Die Entwicklungskoeffizienten B, folgen aus den Sum-
menformeln

4 4
By = & > freoskd; k=135, --N-2
7=0
(38)
2 o :
By = NZ(_l)]fj* p=(N-1)/2
J=0
mit
Vi = Iy
fr = %‘fj fir j=0 (39)
f;{ = fj fiir j:172a37"'7p
und den Funktionswerten
fi = 1(g) (40)
an den nicht-dquidistanten Stiitzstellen g;
@:cos%:cosj% , 7=0(1)p. (41)

Wird diese Entwicklung nach T-Polynomen (36) mit
n = N — 2 abgebrochen, so folgt zunéchst die Approxi-
mationsformel

n=N-2
F@=f@= )Y BT:(q) (42)
k=1(2)
Durch Einsetzen der T-Polynome
Ti(q) = cos¥d = ¢
T5(q) = cos3d = 4¢3 — 3q (43)
16¢° — 204> + 5q

Ts() = cosbd =
in (42) und ordnen der Summe nach Potenzen in g er-
halten wir die gesuchte Approximationsformel fiir die
ellipsoidische Korrektur (34), ein Polynom n-ten Grades

F@=h@=Y bt

k=1(2)

(44)
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An den nicht-dquidistanten Stiitzstellen g; (41) hat die
zugehorige Fehlerfunktion

E. (@)= f(2) - fa(9) (45)
alternierende Fehlerwerte, namlich
E.(q)= (-1 By |, (46)

die Interpolationseigenschaft.

2.1 Das WGS-84

Das World Geodetic System 1984 (WGS-84) ist definiert
durch 4 Parameter, ndmlich der gro3en Halbachse a, der
Gravitationskonstante GM, dem Kugelfunktionskoeffi-
zienten C, und der Erdrotationsgeschwindigkeit

a = 6378137 m
GM = 3986 005 - 10® m3s~2
Cop = —484.166 85-107°

w = 7292115107 rad s7!

Mit der dynamischen Abplattung
—\/5 C_'z,o

als abgeleitete Grofle erhédlt man im Weiteren die
1. nummerische Exzentrizitit 2 durch Iteration aus der
Beziehung

(47)

4 w?a® €3
2=3J — 48

¢ =30t oM 20 (48)
mit

3 3
2q0 = (1 + ;75) arctane’ — > (49)
und

2

e? = < (50)

T1_e’
zur Theorie siehe in HEISKANEN und MORITZ (1967).

Als Ergebnisse erhalten wir €2, die kleine Halbachse b

b=aV1—e?,

und durch nummerische Integration den Meridianbogen
S90

e? 0.00669 43799 90132 22044

(51

b = 6 356 752.314 245 208 605 m
sgo = 10 001 965.729 312 745 653 m .
Die Berechnung der Entwicklungs-Koeffizienten B,

(38) und im Weiteren der Polynomkoeffizienten b, (44)
erfolgte an einer hp-Workstation mit 4facher Wort-
lange. Fiir den Polynomgrad

n=N-2=19

ergeben sich folgende Koeffizienten

(52)
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Tab. 1: Koeffizienten fiir das WGS-84

k By by,
0.00167 85142 57669 278
—0.00277 61589 56325 202
0.00140 00488 37162 363
—0.00035 77658 18293 036
0.00006 54437 66370 321
—0.00001 22704 48245 007
0.00000 26807 36087 258
—0.00000 05881 41286 135
0.00000 01071 15446 740
—0.00000 00113 48588 957

1 0.00030 33747 21466 483
3| —0.00035 57058 34257 836
5| 0.00005 59764 71545 366
7| —0.00000 38012 70877 361
9 0.00000 01619 30763 818
11 | —0.00000 00063 00250 254
13 0.00000 00002 96353 230
15 | —0.00000 00000 15514 446
17 1 0.00000 00000 00811 915
19 | —0.00000 00000 00043 291
21 0.00000 00000 00002 375

Als Kontrolle gilt
n=19 n=19
> Bi= Z b, = —By . (53)
k=1(2)
Die Abb. 6 zeigt die Fehlerfunktion fiir n = 19
Ero(7) = f(q) — f1e(9) (54)

mit den Fehlerwerten an den Stiitzstellen g; (41), der In-
terpolationseigenschaft

|Ere (qj)] = |Bn| = 241077, (55)
PC-Genauigkeit (doppelte Wortldnge).
Eis @)[107]
34
2
A AN
2 q

=

VU

Abb. 6: Die Fehlerfunktion E 4(q)

Fiir die Praxis soll die Approximationsformel der ellip-
soidischen Korrektur (44) vereinfacht werden. Mit der
Umformung

F (@ =) ™ (56)
k=0

und

n=(n-1)/2 (57)

erhalten wir als Ergebnis die Rechenformel fiir die Me-
ridianbogenlédnge s als Funktion von g (reelle Achse)

AVN 3/2002
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s(q9) = sw0 [‘7+ In (‘i)}
" (58)
(@) = 7Y bd*
k=0

firn=19 bzw.n =9.

3 Ellipsoidische GauBsche Koordinaten x, y

Bezeichnen wir die Meridianbogenlinge s(g) (58) mit x

T=s (Q) ) (59)

so erhalten wir die Gauf3schen Koordinaten x, y iiber den
Ansatz einer komplexen Funktion

z+iy = s(q+1l) (60)
und deren Zerlegung in Real- und Imaginérteil
T = Re [s(q + iD]
(61)
gy = Im [s((j - z’D]

Hierbei sind die isothermen Parameter 7, / Funktionen
der ellipsoidischen Mercator-Breite ¢ und der ellipsoidi-
schen Mercator-Liange /.

Mit der Transformation (20) als komplexe Funktion
-2
G+l = —arctan [sinh (q + zl)] (62)
s

und deren Zerlegung in Real- und Imaginirteil folgen
die Transformationen

sinh ¢
g = — arctan
e cos!

(63)

sin { ’

~i
I

— artanh
™ cosh g

die die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillen

dg 0l 2 coslcoshgq

5; I T cosh? ¢ — sin?/

9l 9 2 sinlsinhg ’ (64)
a_q T e w cosh? ¢ — sin? 1

siche hierzu in MITTERMAYER (1999).

Als geometrische Deutung der Transformationen (62)
erkennen wir ein weiteres ellipsoidisches isothermes
Koordinatensystem. Das zugehorige Linienelement im
Quadrat siehe in MITTERMAYER (1995).
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Mit der Approximationsformel fiir die Meridianbogen-
liange (58), nunmehr als komplexe Funktion

i+iﬂ=39o[§+il—+fn(q+m] (65)
und der Zerlegung der ellipsoidischen Korrektur
fa(G+il) = A+iB (66)

erhalten wir als Ergebnis die Rechenformeln fiir die el-
lipsoidischen Gauf3schen Koordinaten

T = 590[6+A]
(67)

L]
|

390{74-3]

Betrachten wir nunmehr die Zerlegung A und B. Aus-
gehend von der Vereinfachung (56) erhalten wir die
komplexe Funktion

fa(@+il) = («i+iD-Pﬁ[(q+z‘D2] . (68)
Mit der Zerlegung
(G+i)* = (- P) +i2ql = a + i (69)
also
o« =q-r (70)
B = 2ql

und im Weiteren der Zerlegung des Polynoms vom
Grade 7 in (68)

Pi(a+iB) = C+iD (71)
folgt der einfache Zusammenhang
A+iB = (g+1i)(C+:D) . (72)

Damit erhalten wir die Zerlegung der komplexen Funk-
tion zur ellipsoidischen Korrektur (66)

A = gC—-1ID

IC + gD

(73)
B =

Die Berechnung der Grofen C und D erfolgt mit dem
bekannten doppelzeiligen Horner-Schema; siehe z. B. in
ZURMUHL (1965, S. 66 ff.).

In sphérischer Approximation

A=0, B=0 (74)
erhalten wir mit (67) und (29)
g o= 3 R alel)
= (75)

mit den Transformationen (63).
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4 Die GauBsche Meridiankonvergenz ¢(q, /)

Die GauBlsche Meridiankonvergenz c ist definiert als
Winkel zwischen dem ellipsoidischen Meridian / = const.
und der Parameterlinie (Koordinatenlinie) y = const. im
betrachteten Punkt P des Rotationsellipsoides. Wir be-
ginnen mit der Grundformel der Gauf3schen Meridian-
konvergenz

tanc =

(76)

siche in HECK (1987, S. 156). Ausgehend von den Trans-
formationen

z=24(9,0), U(g,0)] (77)
7=71(60), 1(3,))] (78)
bilden wir die partiellen Ableitungen

dz 9z 0g 9z 9l (79)
al — dg al " al al

9y _ o0y 0g 9y ol (80)
al — ag al " al al

mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
(64).

Aus den Rechenformeln (67) folgen die Cauchy-Rie-
mannschen Differentialgleichungen

0z _ 9 _ (H_BA) o (1408
F -7 = S90 ? = 890 -
q ol q ol @1
9 _ 0z _ B _ 04
9 a1 g T T

Damit erhalten wir die partiellen Ableitungen (79), (80)

9z _ 1494\ 01 _0B ol
T 8 ) a1~ ag al
~ ~ ) (82)
oy _ [9Boa (, o4\dl
al ~ °®| a7 Bl 33 ) ol

Als Quotient der partiellen Ableitungen (82) folgt die
GauBsche Meridiankonvergenz (76)
0B al

<1+3A)?_‘?___
az) a1~ 83 ol
a_B@jL(HQé)QZ'
a7 ol a7 ) ol

(83)

tanc =

Einsetzen der Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen (64) in (83) ergibt die Rechenformel fiir die el-
lipsoidische Gauf3sche Meridiankonvergenz

100

<1 + 88_/}) tan [tanh ¢ — %—?
tanc = 9 g (84)
0A OB
14+ — + —tanltanhgq
07 0q

Die partiellen Ableitungen in der Formel (84) folgen als
Zerlegung der Ableitung der komplexen Funktion (66)

P V)
fn(q+zi)——aq+zaq.

Ausgehend von der Ableitung der ellipsoidischen Kor-
rektur (56) ldngs der reellen g-Achse

Z bk —2k

(85)

(86)

mit

by = (2k +1) by (87)

folgt die Ableitung der komplexen Funktion (66) mit
(70)

Zbka—i—zﬁ ¥ =C+iD. (88)

fu(@+il) =

Mit dem doppelzeiligen Horner-Schema erhalten wir
die Zerlegung der Ableitung der komplexen Funktion
(88)

0A 0B

C= rh D= e (89)
In sphérischer Approximation

A=B=0 (90)
folgt aus (84) die Formel

tan ¢ = tan [ tanh g (91)

siche im VL-Skript ,,Die Kugel“, MITTERMAYER (1998,
S. 98ft.).

5 Die Subroutine

In der SUBROUTINE TR1 in Fortran 77 werden fiir
das WGS-84 ellipsoidische Gauf3sche Koordinaten x, y
gemél der Transformationskette

(.4 = (¢,D) = (&:1) = (3,9)

sowie die ellipsoidische Gauf3sche Meridiankonvergenz
¢ berechnet.

Formelle Parameter sind:

Eingabe:

phi - ellipsoidische geographische Breite ¢(Bogenmal)
rl - ellipsoidische geographische Linge A (BogenmalR)

Ausgabe:

xs -+ GauBsche Koordinate x, [m]

ys -+ GauBsche Koordinate y [m]

cwi -~ Meridiankonvergenz ¢ (Bogenmal3)

AVN 3/2002
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subroutine trl(phi,rl,xs,ys,cwi)
implicit real*8(a-h,o-2z)
dimension bb(0:9),bbb(0:9)
pi2=dasin(1.d0)
* WGS - 8 4
a=6378137.d0
b=6356752.314245209d0
s90=10001965.72931275d0
e=dsqrt ( (a*a-b*b) /(a*a))
fi=datanh(dsin(phi))
f2=e*datanh (e*dsin(phi))
g=f1-£f2
gl=datan2 (dsinh(q) ,dcos(rl))
gs=gl/pi2
hl=dsin(rl) /dcosh(q)
rls=datanh (hl) /pi2
bb(0)=.1678514257669278d-2
bb(1)=-.2776158956325202d-2
bb(2)=.1400048837162363d-2
bb(3)=-.357765818293036d-3
bb(4)=.65443766370321d-4
bb(5)=-.12270448245007d-4
bb(6)=.2680736087258d-5
bb(7)=-.588141286135d-6
bb(8)=.107115446740d4-6
bb(9)=-.11348588957d-7
alpha=gs*gs-rls*rls
beta=2.d0*gs*rls
call chorner (bb,9,alpha,beta,c,d)
al=gs*c-rls*d
bl=rls*c+gs*d
* GauRsche Koordinaten
xs=s90* (gs+al)
ys=s90* (rls+bl)
ridiankonvergenaz
do 1 k=0,9
1 bbb (k)=(2.d0*k+1.d0) *bb (k)
call chorner (bbb, 9,alpha,beta,c,d)
f=dtan(rl) *dtanh(q)
ul=(1.d0+c) *f-d
u2=1.d0+c+d*f
cwi=datan2 (ul,u2)
return
end

Die Zerlegung eines Polynoms n-ten Grades mit reellen
Koeffizienten in Real- und Imaginirteil (Funktions-
wert)
P,(2)=b+1ic,
erfolgt mit dem doppelzeiligen Horner-Schema in der
SUBROUTINE CHORNER (a,n,u,v,b,c).

Formelle Parameter sind:

- Koeffizienten a(0),a(1)....,a(n)

-+ Grad des Polynoms

- Realteil von z

- Imaginérteil von z

- Realteil des Polynoms

- Imaginérteil des Polynoms.

z=u-+1w

o oS T I Q
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subroutine chorner(a,n,u,v,b,c)

* Doppelzeiliges H o r n e r - Schema
implicit real*8(a-h,o-z)
dimension a(0:n)

p=2.d0*u
=- (u*u+v*v)
bl=a (n)

b0=a(n-1) +p*bl
do 1 i=n-2,1,-1
s=a (i) +p*b0+g*bl
b1=b0

1 b0O=s
s=a(0)+g*bl
b1l=b0
b0=s
b=bl*u+b0
c=bl*v
return
end

6 Die inverse Transformation

6.1 Grundlagen

Ausgehend von der komplexen Funktion (60)
T+iy=s(g+il) (92)
betrachten wir die zugehorige inverse Funktion
g+il=g(z+1y) . (93)

Fiir y =0 (Bezugsmeridian) folgt auf der reellen x-Achse
die Funktion

g =4q(); (94)
X ist die Meridianbogenlidnge s. Es gilt der Definitions-
bereich

5={—S%ﬁ%], Q=[—1rH]-
Durch Einfithrung einer normierten Meridianbogen-
lange
R T
E=—
590
wird die Funktion (94) auf das Einheitsintervall

(95)

& =[—1,+1]
transformiert
7=q(%) , (96)
eine fast lineare Funktion; siche Abb. 7.

Berechnung diskreter Funktionswerte

7 = q(%;) (97)
mit beliebiger Genauigkeit: Ausgehend von dem Lini-
enelement (23)

ds=a F(q) dg %)
mit der Funktion
Fl) = cos ¢[q(q)] (99)
\/1 — e?sin? ¢[q (Q)] cos (%‘7)
101
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q(%)
A
0.5
q;
ol -05 os &; 1
_0’5_
-1

Abb. 7: Die Funktion ¢ (x)
und

. T
¢ (q) = arsinh [tan (56) ]

erhalten wir als inverses Problem eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung

(100)

g 2
= ="F1(3) . 101
ds ma (@) (101)
Mit

8=i‘, .’f=39().’i‘, d.f:Sgod.’i

folgt die transformierte Differentialgleichung 1. Ord-
nung

dq 2890 1,
= F
dz T a @

(102)

und durch Trennung der Variablen in (102)

/qF(t?)d(i=

mit der Anfangsbedingung

z=0.

2 SS90

A

z (103)

T a

g=0 fir

Wir erhalten als Losung dieser Differentialgleichung
1. Ordnung (102) eine implizite Darstellung der gesuch-
ten Funktion (96)

t=q

®(8,0)= [ Ft)di-

t=0

2390{2 _ O

(104)

T a

Diskrete Funktionswerte (97)
3; = q(&;)
erhalten wir als Nullstellen der Gleichung (104), be-

stimmbar durch Newton-Iteration mit quadratischer
Konvergenz

. . 0(2;,q)

gt =g — 1

q] N q] @/ ((ij,(z;) (105)
102

mit

o' (&;,4;) = F (q) (106)
(99) und dem Startwert

@ =& (107)
zur Integrationsmethode der Differentialgleichung

1. Ordnung sieche MITTERMAYER (1966).

6.2 Die Approximationsformel

Mit dem Ansatz fiir die Funktion g (£) (96)

g(@)=2% + Aq(2) (108)
betrachten wir im Weiteren die ellipsoidische Korrektur
Aq(2)=q(2) -2 ; (109)
siche Abb. 8.
ag(®)[107]
A
6+
3_.
I 1 1 = i
-1 -05 05 1
_3_.
-6

Abb. 8: Die ellipsoidische Korrektur Aq (%)

Gemaél Abschnitt 2 wird diese Funktion nach T-Polyno-
men entwickelt

N

AG(2) = Agn (8) = Y CrTe(2) (110)
k:l(?)

Mit dem Abbruch der Entwicklung

n=N-—-2

und Ordnen der Terme nach Potenzen von x erhalten wir
die gesuchte Approximation, ein Polynom n-ten Grades

n=N-2

AG(2) = Aga () = Y axdt . (111)
k=1(2)

Fiir den Polynomgrad

n=N-2=1T7 (112)

ergeben sich die Koeffizienten aus Tab. 2.

Als Kontrolle gilt

n=17 n=17

> Ci=) a=-Cuo. (113)

k=1(2) k=1(2)

Die Abb. 9 zeigt die Fehlerfunktion fiir n = 17

Err(2) = Aq(2) — Aqir (2) - (114)

AVN 3/2002



Mittermayer — Ellipsoidische Gauf3sche Koordinaten und die Meridiankonvergenz fiir das WG‘S-SE

Tab. 2: Koeffizienten fiir das WGS-84

k Ch Ck
—0.00030 35643 89352 790 | —0.00167 57015 68649 120
0.00035 56800 76600 277 0.00275 75976 18609 959
—0.00005 56435 48952 511 | —0.00136 31799 41287 272
0.00000 36601 32898 871 0.00032 26219 68745 892
—0.00000 01355 76549 191 | —0.00004 55624 01102 151
11 0.00000 00033 74966 079 0.00000 46311 16125 740
13 | —0.00000 00000 71508 636 | —0.00000 04583 43398 599
15 0.00000 00000 01982 459 0.00000 00574 18748 322
17 | —0.00000 00000 00089 535 | —0.00000 00058 67797 747
19 0.00000 00000 00004 977

—

© 3 ot W

An den nicht-dquidistanten Stiitzstellen

3 = cosj% fir j = 0(1)9 (115)

erhalten wir betragsméBig gleiche Fehlerwerte, die In-
terpolationseigenschaft
|E17 (2)] = |Cho| = 5.0-107"°

PC-Genauigkeit (doppelte Wortlidnge).

(116)

Mit der Umformung der Polynomapproximation (Inter-
polationsformel) (111)
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Ei7 () [107]

54
R /\ /\
0 T T
05

T X
1
-2.54
5
Abb. 9: Die Fehlerfunktion E;, (%)
AGn(2) =2 cxd™ (117)
k=0

und
n=(mn-1)/2 (118)

erhalten wir als Ergebnis die Rechenformel fiir den Pa-
rameter ¢ als Funktion von x (reelle Achse)

q(2) = 2+ Ag.(2)
o (119)

:i E Cki'%

k=0

Agn(2) =

firn =17 bzw. n = 8.
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6.3 Transformationen (X, ) (@ A)

Betrachten wir nunmehr die Transformationskette zwi-
schen den GauB3schen Koordinaten x, y und dem ellip-
soidischen (¢ A)-System

(7,9) = (£,9) = (3,1) = (0,1) = (,)) -

Zunichst erhalten wir mit (95) die komplexe Funktion

Ny s ..
&+ = —(z +1iy) (120)
S90
und ihre Zerlegung
R z
r = —
S
% (121)
.Y
§g = —
$90

Im Weiteren folgt mit (108) die komplexe Funktion

G+il =2 +i§+ AG, (2 +149) (122)
und mit der Zerlegung des Polynoms
Agn (2 +1iy)=A+1B (123)
das Ergebnis
7=
- 124
I = 448 (124)

Betrachten wir im Weiteren die Zerlegung A und B.
Ausgehend von der Vereinfachung (117) erhalten wir

Agu(# +if) = (& +39) P [ (2 +79)°] | (125)
Mit der Zerlegung

(& +149)" = (8% — §°) + 2629 = a + 8 (126)
also

a=2—9>, B=2% (127)

und im Weiteren der Zerlegung des Polynoms vom
Grade nin (125)

Pi(a+18)=C+iD (128)
folgt der Zusammenhang
A+iB=(&+19)(C+iD) . (129)

Damit erhalten wir die Zerlegung der komplexen Funk-
tion zur ellipsoidischen Korrektur (123)

A = zC—-9gD
Y (130)
B = yC+zD
Mit der inversen komplexen Funktion aus (21)
g+l = arsinh{ tan [%((j -+ zD} } (131)

104

und deren Zerlegung in Real- und Imaginirteil folgen
die Transformationen

g=9q(g0) , 1=1(g]) (132)
g = artanh sin (59)
cosh (%i)

- (133)
[ = arctan sinh <7r2_l_>
cos (27)

die die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillen

99 _ o_ « :
oG 9l 2 cosh® (Z1) —sin® (29)

(134)
al g sin (£§) sinh (Z1)

™
87~ 8l 2 cosh” () —sin? (Zq)

Abschlieend erhalten wir die ellipsoidische geographi-
sche Breite @durch Iteration nach (13) bzw. (14)

¢=4¢(q) (135)
und die ellipsoidische geographische Linge A
A=1. (136)

6.4 Die Gaufische Meridiankonvergenz c (%, ¥)

Wir beginnen mit der bekannten 2. Grundformel der
Gaullschen Meridiankonvergenz

tanc = — M
aljoy -

Ausgehend von den Transformationen (133)

g=4q(g,0) , 1=1(g10) ,

im Weiteren mit den Transformationen (124)

qZ(Y(Ii,])) s Z:l_(.f?,ﬁ)

sowie (121)

(137)

(138)

(139)

. T .Y
rT=—, Y=
S90 590
folgen die direkten Transformationen zwischen dem el-
lipsoidischen (g, /)-System und den Gauf3schen Koordi-

naten (X, y)

¢=4q(z,7) =q{[c.7 (:’:f;) l(j;j’;)]} (140)
ﬂ%i%)(é%ﬂ}m”

Wir erhalten folgende partielle Ableitungen

I=1(z,9) =

dg _ dq 93 93 dq O 9 142)
0y 0q 0y oy 0l 09 Oy
ol _ ol 03 9y o1 ol oy 143)
0y 0q 0y 0y 9l 9y 0y
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Aus den Transformationen (124)

(144)

(145)

‘IZQ(*%,?)) ) i:l_(iv?))
folgen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen

0q ol 0A 0B

= =1 =1+

- o TaT Ty

ol_ _0g_ 9B _ 04

9z 9y o0z 0y

im Weiteren die partiellen Ableitungen (142), (143)

9 _ L[ 09 0B dq( 04
ag“‘s%[ 3g ai*‘ai(l*'a@>]
(146)
- L5502
637_890 6(7 0z 67 0%

Der Quotient der partiellen Ableitungen (146) ergibt
mit (137) die GauBlsche Meridiankonvergenz

_9q 0B 9q (1 N B_A)
0z

Bq FD) o ol
n 0A
0%

ol 0B 0l

35 0% +’ai<
Durch Einsetzen der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen (134) in (147) erhalten wir eine zweite
Rechenformel fiir die GauB3sche Meridiankonvergenz
als Funktion der GauBschen Koordinaten (%, y)

tanc = — (147)

Zf’+tan<2 )tMﬂ‘<20 <1+'gi>
tanc = 1 A p 9B (148)
+aA—tan(2>tanh( l) ER

Die partiellen Ableitungen in der Formel (148) folgen
als Zerlegung der Ableitung der komplexen Funktion
(117)

g (i +ip) = 2 +i28

q, (x zy 0% Za:i‘ 5 (149)
ebenso
Ag, (2 +19) Z (a+1i8) =C+iD (150)

k=

mit

=2k+1l)e, n=(n-1)/2 (151)
und
a=2*—9%, B=2&). (152)

Mit dem doppelzeiligen Horner-Schema erhalten wir
die gesuchte Zerlegung der Ableitung der komplexen
Funktion (149)

~ OA

0B
¢= Erl

0%

D= (153)
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In sphérischer Approximation

A=B=0 (154)
folgt

tan ¢ = tan (2 ) tanh ( l) (155)
und weiter mit den Transformationen

T_ I T Y

Zi=12 Zi=2 156
1= 2l r (156)

und der Kugel r = Ry, (32) die Formel der Gauf3schen
Meridiankonvergenz in sphérischer Approximation

tanc = tan (f) tanh (2) ,
T r

vergleiche im VL-Skript ,,Die Kugel®,
(1998, S. 291).

(157)

MITTERMAYER

6.5 Die Subroutine

In der SUBROUTINE TR?2 in Fortran 77 werden fiir
das WGS-84 ellipsoidische Gauf3lsche Koordinaten x, y
gemif der Transformationskette

(7,9) = (&,9) = (3,) = (¢,1) = ($,))

in ellipsoidische geographische Koordinaten @ A trans-
formiert sowie die ellipsoidische GauB3sche Meridian-
konvergenz c als Funktion von ¥, y berechnet.

Formelle Parameter sind:

Eingabe:
s --- GauB3sche Koordinate x, [m]
s -+~ GauBsche Koordinate y [m]
Ausgabe:

phi - - - ellipsoidische geographische Breite ¢(Bogenmaf})
rl ---ellipsoidische geographische Linge A (BogenmalR)
cwi - -- Meridiankonvergenz ¢ (Bogenmal)
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subroutine tr2(xs,ys,phi,rl,cwi)
implicit real*8(a-h,o0-z)
dimension cc(0:8),ccc(0:8)
pi2=dasin(1.d0)
* WGS - 8 4
a=6378137.d0
b=6356752.314245209d0
$90=10001965.72931275d0
e=dsqgrt ( (a*a-b*b) / (a*a))
cc(0)=-.1675701568649120d4-2
cc(1)=.2757597618609959d-2
cc(2)=-.1363179941287272d4-2
cc(3)=.322621968745892d-3
cc(4)=-.45562401102151d-4
cc(5)=.4631116125740d4-5
cc(6)=-.458343398599d-6
cc(7)=.57418748322d-7
cc(8)=-.58677977474-8
x1=xs/s90
yl=ys/s90
alpha=x1#*x1-yl*yl
beta=2.d0*x1*yl
call chorner(cc,8,alpha,beta,c,d)
al=xl*c-yl*d
bl=yl*c+x1l*d
gs=xl+al
rls=yl+bl
fi=dsin(pi2*gs)
f2=dcosh (pi2*rls)
g=datanh (f1/£2)
fl=dsinh(pi2*rls)
f2=dcos (pi2*gs)
* Ellipsoidische geographische Lange
rl=datan2 (f1,£2)
* Tteration:
b0=dtanh (q)
do 1 i=1,6
bl=dtanh (g+e*datanh (e*b0))
1 b0=bl
* Ellipsoidische geographische Breite
phi=dasin (bl)
*Meridiankonvergenz
do 2 k=0,8
2 ccc(k)=(2.d0*k+1) *cc (k)
call chorner(ccc, 8,alpha,beta,c,d)
f=dtan (pi2*qgs) *dtanh (pi2*rls)
ul=d+(1.d0+c) *£f
u2=1.d0+c-d*£f
cwi=datan2 (ul,u2)
return
end

6.6 Beispiele

Es folgen fiir das WGS-84 einige Beispiele zur Transfor-
mation der ellipsoidischen geographischen Koordinaten
@ A in Gauflsche Koordinaten X, y und umgekehrt

(#:2) = (2:9) = (6,))
sowie die zugehorigen ellipsoidischen GauB3schen Meri-

diankonvergenzen c, gerechnet mit den Subroutinen
TR1 und TR2.

Die Beispiele in der Tabelle 3 dienen der Kontrolle be-
ziiglich der 4 Quadranten eines Punktes P(¢ A).

Die Tabelle 4 enthilt zur ellipsoidischen geographischen
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Tab. 3: Nummerische Beispiele zur Koordinatentransformation

o] 52° 0’ 070000 0000 | 52° 0’ 070000 0000
A 3° 0’ 070000 0000 | —3° 0’ 070000 0000
z [m] 5 767 595.292 97 5 767 595.292 97
g [m] 206 011.323 48 —206 011.323 48
o 52° 0’ 070000 0000 | 52° 0’ 070000 0000
A 3° 0’ 070000 0000 | —3° 0’ 0720000 0000

c(¢,N) 2° 21’ 5374868 9596 | —2° 21’ 5374868 9596
o(z,9) 2° 217 5374868 9597 | —2° 21’ 5374868 9597

¢ | =52° 0’ 070000 0000 | —52° 0’ 070000 0000
A 3° 0’ 070000 0000 | —3° 0’ 070000 0000
z [m] —5 767 595.292 97 —5 767 595.292 97
7 [m] 206 011.323 48 —206 011.323 48
¢ | =52° 0’ 070000 0000 | —52° 0’ 070000 0000
A 3° 0’ 070000 0000 | —3° 0’ 070000 0000

c(g,A) | —2° 21" 5374868 9596 2° 217 5374868 9596

c(z,y) | —2° 21’ 5374868 9597 2° 217 5374868 9597

Breite ¢=52° vier Beispiele mit den ellipsoidischen geo-
graphischen Langen A = 10°, 20°, 30°, 40°.

Tab. 4: Nummerische Beispiele zur Koordinatentransformation

¢ |52° 0’ 070000 0000 | 52° 0’ 070000 0000
A | 10° 0’ 070000 0000 | 30° 0’ 070000 0000
z [m] 5 810 724.541 24 6 200 388.166 70
7 [m] 685 923.168 33 2 033 470.581 13
¢ | 52° 0’ 070000 0000 | 51° 59’ 5979999 999
A | 10° 0’ 070000 0000 | 30° 0’ 070000 000
c(¢,\) | 7° 54’ 3874895 46 24° 28" 975944 2
o(z,7) 7° 54’ 3874895 46 24° 28’ 975944 3
¢ | 52° 0’ 070000 0000 | 52° 0’ 070000 0000
A [20° 0’ 070000 0000 | 40° 0’ 070000 0000

z [m] 5 954 677.508 36 6 555 512.164 6
7 [m] 1 366 295.273 39 2 675 429.985 2
¢ | 52° 0’ 070000000 | 52° 0’ 070000 00
A 20° 0’ 070000 000 | 40° 0’ 070000 00

c(¢p, ) 16° 0’ 1972708 55 33° 29’ 974541 6
c(z,9) 16° 0’ 1972708 55 33° 297 974541 6

Hinweis: Die Koeffizienten der Polynomapproximatio-
nen (58) und (119) fiir die Ellipsoide von Bessel, Hay-
ford und Krassowsky sowie dem GRS-80 liegen eben-
falls vor und werden auf Wunsch zur Verfiigung gestellt.
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Zusammenfassung

Unter konsequenter Anwendung der nummeri-
schen Mathematik werden einfache Rechenfor-
meln zur Transformation ellipsoidischer geogra-
phischer Koordinaten in ellipsoidische GauBlsche
Koordinaten und umgekehrt entwickelt. Hierbei
werden die GauBlschen Koordinaten in ein
Hauptglied (sphéirische Approximation) und
eine ellipsoidische Korrektur zerlegt. Es gilt,
diese ellipsoidische Korrektur durch eine kom-
plexe Funktion darzustellen. Dies erfolgt durch
eine bestmogliche Polynomapproximation (In-
terpolation). In Folge werden zur Berechnung
der ellipsoidischen Gauischen Meridiankon-
vergenz Formeln entwickelt. In diesem Beitrag
sind die Polynomkoeffizienten fiir das WGS-84
angegeben; abschlieBend einige Beispiele,
gerechnet mit den Subroutinen TR1 und TR2.
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Summary

Using consequently the numerical mathematics
simplecalculation formulas for transformation of
ellipsoidal geographic coordinates into ellipsoidal
Gaussian coordinates and vice verse are develo-
ped. In order to do it, the Gaussian coordinates
are decomposed in a main part (spherical appro-
ximation) and an ellipsoidal correction. This
ellipsoidal correction should be represented as a
complex function. This is realized by a best-possi-
ble polynomial approximation (interpolation). It
follows a derivation of formulas for the computa-
tion of the ellipsoidal Gaussian convergence of
meridians. In this contribution the polynomial
coefficients for WGS-84 are given, as well as
some examples computed using subroutines TR1
and TR2.
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