Zur nummerischen Bestimmung von Schnittpunkten
von ebenen Kegelschnitten im Raum mit raumlichen

Kegelschnitten
Helmuth Spath, Oldenburg

1 Allgemeine Problemstellung

Eine Kurve im Raum in Hauptachsenlage ist in Parame-
terdarstellung gegeben durch

x=x(u1), y=y(Bi1), z=z(p;1), (1)
wobei o, f und y Vektoren i.a. von unterschiedlicher
Linge (im néchsten Abschnitt stets von der Linge
Eins) sind, die die Gestalt der einzelnen Komponenten
priagen, und ¢ mit t; < t < t, der Kurvenparameter ist.
Die Kurve (1) kann jetzt noch der Reihe nach in der
(1,2)-, (x,2)- und (x,y)-Ebene um die Drehwinkel @3, ¢,
und ¢; gedreht und dann noch um einen Vektor (a, b,
)T verschoben werden. Dabei gehoren zu den gegebenen
Drehwinkeln ¢y, ¢, und @5 die elementaren Rotationsma-
trizen

cosg, —sing; O
Di(p;) = | sing; cosgp 0],
0 0 1
cos p, 0 —sin @,
Dypp=|( O 1 0 2)
singp, 0 cos g,
1 0 0
D3(p3) = | 0 cos g3 —sin g3
0 sing; cos ¢
Die allgemeine Kurve ist dann also
X a x(o 1)
y | =1 & | +Dilp)D2p2)Ds(ps) | y(B;1) |. (3)
z c 2(7;1)

Fiir eine Ellipse in Hauptachsenlage in der (x, y)-Ebene
mit dem Ursprung als Mittelpunkt und den Halbachsen p
und g muss in (3)

x(a;t) =p cos t, y(f;t) =qsint, z=0,

p#q, 0<t<2n (4)
eingesetzt werden. Fiir p = g wiirde es sich urspriinglich
um einen Kreis in der (x, y)-Ebene mit Radius r =p = ¢
handeln, und die Drehung D(¢;) in (3) entféllt dann.

Eine Fliche im Raum in Hauptachsenlage ist parame-
trisch gegeben durch

X =X(a;u,v), Y =Y(Bu,v),

Z=Z(;u,v) uy <u<uy, vi <v<m. (5)
Hierbei sind ¢, f und y wieder (andere) Parametervekto-
ren, und u und v sind die Flichenparameter. Eine mit den

Drehwinkeln w3, w, und y; gedrehte und um (A,B,C)"
verschobene Flache ist dann
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X (o u,v)
Y(B;u,v)
Z(y;u,v)

(6)
Fiir ein Ellipsoid mit den Halbachsen P, Q und R und dem
Ursprung als Mittelpunkt lautet (5)

N =~ X

A
=| B |+ Di(w,)D2(w>)D3(w3)
C

X(o;u,v) = P cos u sin v,

Y(Biu,v) = Q sin u sin v, (7)
Z(y;u,v) =R cos v,

0<u<2n, 0<v<nm

und miisste in (6) eingesetzt werden.

Wir stellen nun die Frage, wie eine Raumkurve und eine
Fldche, beide in allgemeiner Lage, geschnitten werden
konnen. Notwendig und hinreichend ist offenbar die Exi-
stenz gemeinsamer Punkte, d. h. die Existenz von Para-
meterwerten ¢, u und v derart, dass — bei der Schreibweise
werden o, f und y weggelassen —

a x(1) A

b | +Di(¢1)Da(p2)D3(3) | ¥(t) | = | B

c (1) Cc
X(u,v)

+D1(y1)D2(y2)Ds(ys) | Y(u,v) (8)
Z(u,v)

gilt. Dies sind drei nichtlineare Gleichungen fiir die drei
Unbekannten ¢, # und v. Da man im Allgemeinfall jetzt
nicht weiterkommt, wollen wir im nédchsten Abschnitt
konkret die Schnittpunkte von Ellipse im Raum und
von Ellipsoid, beide in allgemeiner Lage, versuchen
zu ermitteln, soweit solche iiberhaupt existieren. Dabei
werden offenbar die Spezialfille Kreis und Kugel, Kreis
und Ellipsoid und Ellipse und Kugel simultan mitbehan-
delt. Die Ubertragung des numerischen Verfahrens auf
anderen Kombinationen von rdumlichen Kegelschnitten
und von Kegelschnitten im Raum oder auf andere kon-
krete Kurven und Flidchen ist leicht moglich.

2 Schnittpunkte von Ellipse im Raum und
von Ellipsoid

Das nichtlineare Gleichungssystem (8) lautet unter Ver-
wendung von (4) und (7)

A P cos u sin v

B | +Di(w,)D2(w,)D3(w3) | Q sin usin v
C R cos v
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a p cos t
—| b | —Di(p1)D2(p,)D3(93) | gsint | =0. (9)
c 0

Bevor wir auf die nummerische Behandlung von (9) ein-
gehen, wollen wir einen sehr grolen Spezialfall betrach-
ten, wo analytisch entschieden werden kann, ob Losun-
gen existieren und wie diese gegebenenfalls explizit lau-
ten.

Beispiel 1: Es sei ein Kreis in der (x, y)-Ebene mit Mittel-
punkt (a, 0, 0)" mit a # 0 und Radius r # 0 und eine Ku-
gel mit dem Ursprung als Mittelpunkt und Radius R # 0
gegeben, d. h. in der parametrischen Darstellung durch
x=a+rcost, y=rsint, z=0, 0<r<2zn (10)
und

X=Rcosusinv, Y =Rsin usinv, Z=R cos v,
0<u<?2m 0<v<m. (11)
Drehungen seien nicht vorgegeben. (Bei der Kugel macht

dies sowieso keinen Sinn.) Wegen R # 0 liefert die Be-
dingung z = Z sofort
(12)

cos v =0,

d.h. es gilt sin v=1 und v =7 wegen v € [0, 7 ). Die
restlichen Gleichungen (9), d.h. x = X und y = Y liefern
dann das einfache Problem, die verbleibenden zwei Krei-
se mittels der Forderungen

a + rcost

rsin t

Rcosu =
Rsinu = (13)
zu schneiden. Quadrieren jeder der beiden Gleichungen
und Aufaddieren der Ergebnisse liefert

2ar cos t = R*> — r* — &°.

(14)
Es gibt also dann zwei Losungen t und 2z — ¢ von (14),

falls

R2 _ 2 _ 2 2

— ) <1
< 2ar > -
erfiillt ist, was von den Werten fiir R,r und a abhéngt. Fiir
R =3, r=35, a=4 ergibt sich t = arccos (—%) =7 -
arccos(.8) = 2.4981, wihrend fiir »r = 8 (15) nicht erfiillt
ist. Weiter ergibt die erste Gleichung von (13)

R —r+a
cosy=———,
2aR

was fiir R = 3, r:S,a:4dieWerteu:%undu:27”
ergibt. Wegen der leicht nachrechenbaren Identitét

) R2_ 22 _ g 2 , Rz—r2+a22
ril-(—- =R _
2ar 2aR
(17)

ist das Quadrat der rechten Seite von (16) genau dann < 1
wenn (15) gilt, d. h. (15) reicht fiir die Existenz von zwei
Losungen (¢, u, n/2) und 27w — ¢, 21 — u, n/2).

Um nun im Allgemeinfall (9) eventuelle Nullstellen —
falls existent, so wird ihre Anzahl i.a. 2 oder 4 sein,
aber auch die Spezialfille 1 und 3 sind denkbar — zu su-
chen, verwenden wir das NEwToN-Verfahren [1, 3] fiir
(9). Dabei benutzen wir eine gro3ere Anzahl N von Start-
werten (79, 4@, v, wobei 0 < 4O, 4y < 27,0 < v <
7 gleich verteilt und unabhiingig pseudozufillig in den

(15)

(16)
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jeweiligen Intervallen gewihlt werden und wobei bei je-
der Iteration k > 1 dafiir gesorgt wird, dass auch 0 < ¢,
u® < 27,0 <vP < 7 gilt, indem geeignete Vielfache
von =+ 27 bzw. + 7 addiert werden. Weiter wird die er-
forderliche Jacosi-Matrix fiir (9) durch Differenzenap-
proximation, wie bei der Subroutine TAYLOR [2] vorgese-
hen, angenéhert.

Falls das so implementierte NEwTON-Verfahren stets di-
vergieren sollte, so ist die Nichtexistenz von Schnitt-
punkten anzunehmen; andernfalls erhilt man, falls nicht
gelegentlich Divergenz auftritt, fiir verschiedene Start-
werte i.a. irgendwelche Schnittpunkte und fiir hinrei-
chend viele Startwerte i.a. alle Schnittpunkte.

Beispiel 2: Es sei P=5, Q=3,R=4,A=1, B=2,
C=3, yi=1, yo=—1, y3=2 und p=1, g=17,
a=3,b=1,c=2,p1=—1, pp =2, p = 1. Hier ist
eine analytische Losung nicht méglich. Bei N = 20 zu-
filligen Startwerten wurden vier Losungen K Male mit
jeweils weniger als 10 Iterationen in Sekundenbruchtei-
len erreicht, ndmlich (L = Losung Nr.)

L t u v X y z K
1 5.8045 29915 4134 26675 —1.7065 3.9362 3
2 .6426 .7628 1.8184 2.9930 5.2057 1.2590 4
3 25191 4486 1.5523 3.3510 45348 —.1680 7
4 34234 5.1031 .1003 3.1357 —1.1577 1.8081 5

Einmal divergierte das Verfahren. Dieses Verhalten ist
typisch fiir eine Reihe von weiteren durchgerechneten
Beispielen.
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Zusammenfassung

Das Problem der Bestimmung von Schnitt-
punkten einer Kurve im Raum und einer Flache
im Raum (beide in Parameterdarstellung) wird
betrachtet allgemein und speziell fiir im Raum
gedrehte und verschobene Ellipsen und gedrehte
und verschobene Ellipsoide. Fiir den sehr
wahrscheinlichen Fall einer nicht analytisch
moglichen Losung wird ein geeignet angepasstes
nummerisches Verfahren vorgeschlagen und
dessen erfolgreicher Einsatz an Beispielen er-
lautert.
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