A

IV

Vergleich verschiedener
Methoden zur Bestimmung
ausgleichender Ebenen

Georg Kampmann und
Bernd Renner, Dessau

Es wird das Problem der Bestimmung ausglei-
chender Flichen zweiter Ordnung (ausgleichen-
de Quadrik) unter Benutzung fehlerhafter
raumlicher Punktkoordinaten unter besonderer
Beriicksichtigung einer ausgleichenden Ebene
bzw. bei ebenen Punktkoordinaten die Bestim-
mung einer ausgleichenden Geraden behandelt.

1 Aufgabenstellung

In [3] wurde das Problem der Bestimmung einer ausglei-
chenden Fliche zweiter Ordnung (ausgleichende Qua-
drik) unter Benutzung fehlerbehafteter riumlicher Punkt-
koordinaten behandelt. Ein auch fiir praktische Anwen-
dungen besonders wichtiger Spezialfall ist die Bestim-
mung einer ausgleichenden Ebene beziehungsweise bei
ebenen Punktkoordinaten in Analogie dazu die Bestim-
mung einer ausgleichenden Gerade.

Fiir diesen Anwendungsfall soll die in [3] vorgeschlagene
Methode angewandt und mit einigen anderen Methoden
verglichen werden. Gegeben seien rdumliche kartesische
Koordinaten x;, yj, z; beziehungsweise ebene kartesische
Koordinaten x;, y; fiir n Punkte i=1, ... ,n, n >3 im
Falle rdumlicher bzw. n > 2 im Falle ebener Koordina-
ten). Diese Koordinaten sollen im Modellansatz verschie-
dene Punkte im Raum bzw. in der Ebene beschreiben, so
dass keine sogenannten ,,Mehrfachbeobachtungen im
Modell** vorhanden sind.

In den folgenden Betrachtungen wird fiir den Beobach-
tungsvektor

X1

Yi
Z]

1= : |im Falle raumlicher Koordinaten
Xn

Yn
Zn

beziehungsweise

(1.1)
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und Geraden

X1
Y1
1= . |im Falle ebener Koordinaten
Xn
Y

als stochastisches Modell zum Zweck der Ausgleichungs-
rechnung die a priori Varianz-Kovarianz-Matrix

D(1) =c’I (I: Einheitsmatrix)

angesetzt.

Ziel ist die Bestimmung einer ausgleichenden Ebene
bzw. Gerade, das heil’t, eines geometrischen Gebildes
mit der Gleichung

a-x+b-y+c-z+d=0

(1.2)

im Falle raumlicher Koordinaten
beziehungsweise

a-Xx+b-y+d=0 im Falle ebener Koordinaten

Zu diesem Zweck miissen geeignete Schétzwerte fiir die
Parameter a, b, ¢ und d bestimmt werden, die mit a, b, ¢
und d bezeichnet werden.

An den Stellen, an denen im Folgenden sowohl auf den
Fall rdumlicher als auch auf den Fall ebener Koordinaten
Bezug genommen wird, werden meistens nur die Formeln
fiir den erstgenannten Fall explizit genannt, da die Uber-
tragung auf den Fall ebener Koordinaten keine Schwierig-
keiten bereitet.

2 Verschiedene Maglichkeiten zur
Bestimmung ausgleichender Ebenen und
Geraden

In [1] wird eine exakte Methode zur Losung des Problems
der sogenannten orthogonalen Regression erldutert, das
heifit, der Bestimmung einer ausgleichenden Ebene
bzw. Gerade, fiir die die Summe der Quadrate der ortho-
gonalen Abstinde zu den gegebenen Punkten minimal
wird.

Nach dieser Methode ergibt sich der gesuchte Parameter-
vektor (4 b &)T als der zum kleinsten Eigenwert der Matrix
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n n n
Z(Xi X%)z Z(Xi = xs)(¥i = ¥s) Z(Xl Xs)(zi — z5)
i=1 i=1 i=1
di—x)i—y) D -y D iy —z) (2.1)
i=1 i=1 i=1
Z(Xi — X)(zi — 25) Z(Yi = ¥,)(zi — us) Z(Zi - ZS)2
i=1 i=1 i=1
gehorende normierte Eigenvektor. X, ys und z sind hier-
bei die Schwerpunktkoordinaten der gegebenen Punkte: @ - (Xi +Vy) +b-(y; +Vvy,) +c-(zi +v,) +d =
0 i=1,...,n (2.3)

1 & 1 & 1<
Xe== 3 Xn¥y=- > YnZ ==Y 7
L - L - )

AnschlieBend kann der Parameter d folgendermalien be-
stimmt werden:

&: —%(ixi~ﬁ+iyi-6+izi~é>
i=1 i=1 i=1

Wie in [1] erlédutert, ist der minimale Eigenwert der Matrix
in (2.1) auBerdem gleich dem gesuchten Minimum der
Summe der Quadrate der orthogonalen Absténde zur aus-
gleichenden Gerade.

Die Minimierung der Summe der Quadrate der ortho-
gonalen Abstidnde zur ausgleichenden Ebene ist gleichbe-

(22)

n
deutend mit der Minimierung von Z(Vii + Vi + Vi),

wobei vy, vy und v, die an den Pimlktkoordinaten X;,
yi, und z; anzubringenden Verbesserungen sind. Deshalb
ist eine exakte Losung des Problems der orthogonalen Re-
gression auch als bestmogliche L2-Losung fiir das vorlie-
gende Ausgleichungsproblems anzusehen (Minimierung
der Quadratsumme der Verbesserungen). Wie in [1] erldu-
tert, hat diese Losung die Eigenschaft, dass die ausglei-
chende Gerade bzw. die ausgleichende Ebene durch
den Schwerpunkt der gegebenen Punkte verlduft.
Allerdings ermoglicht es der in [1] gewéhlte Ansatz nicht,
von der Zielfunktion der Minimierung der Quadratsumme
der Verbesserungen zu anderen Zielfunktionen iiberzuge-
hen. Als Alternative bietet es sich daher an, ein geeignetes
(lineares) Ausgleichungsmodell aufzustellen, in dem ne-
ben der L2-Zielfunktion auch andere geeignete Zielfunk-
tionen gewihlt werden kdnnen wie z. B. eine L1-Zielfunk-
tion (Minimierung der Absolutsumme der Verbesserun-
gen oder auch Minimierung der Summe der orthogonalen
Abstinde) oder eine Minimax-Zielfunktion (Minimierung
der betragsmifig maximalen Verbesserung oder auch
Minimierung des maximalen orthogonalen Abstandes).
Zu diesem Zweck bieten sich verschiedene Ausglei-
chungsansitze an, insbesondere solche, die der bekannten
quasivermittelnden Ausgleichungsrechnung entsprechen,
vgl. [4] und auch [2]. Da diese Methoden unter Umstén-
den nur Niherungslosungen liefern, empfiehlt es sich, zu
ihrer Beurteilung die jeweils gelieferte L2-Losung mit der
gemil (2.1) und (2.2) erhaltenen optimalen L2-Losung zu
vergleichen.

Um zu einer Ausgleichungsformulierung zu gelangen,
muss man zunidchst Gleichung (1.3) so schreiben, dass
Verbesserungen an die gegebenen Punktkoordinaten an-
gebracht werden:
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Bei Vorgabe der Beobachtungsgleichungen (2.3) muss zu-
sitzlich eine Bedingung fiir die Parameter a, b, ¢ und d
gegeben sein, denn sonst wiirde sich als Losung des Aus-
gleichungsproblems a = b = ¢ = d = 0 ergeben.

Fiir die Vorgabe einer solchen Bedingung gibt es verschie-
dene Moglichkeiten. Eine besonders einfache Moglich-
keit wire beispielsweise die Bedingung d = — 1, womit
die Beobachtungsgleichungen (2.3) libergehen in

a- (Xi + in) +b- (Yi +VY1)+
c-(zi+vy) =1 (2.4)

Ausgehend von (2.4) kann man nun die in [3] fiir den all-
gemeineren Fall einer Flidche zweiter Ordnung erlduterte
Methode anwenden. Diese besteht darin, durch Bildung
der Ableitungen nach den Parametern und den verbesser-
ten Beobachtungen unter Benutzung geeigneter Néhe-
rungswerte ag, by und cg (a =ap+ Aa, b =Dby+ Ab,
¢ = ¢p + Ac) zu einem Ausgleichungsmodell mit beding-
ten Beobachtungen und Unbekannten iiberzugehen, wel-
ches sich in ein Modell mit quasivermittelnden Beobach-
tungen iiberfiihren ldsst, indem die zum Punkt Nr. i geho-
renden Verbesserungen vy, vy, und v, zu einer Verbesse-
rung (Rechnungsverbesserung) V; zusammengefasst wer-
den.

Aus (2.4) ergibt sich zunichst

Q- Xi+bo-y+co-z+Aa-x;+Ab-y, +Ac- z+

i=1,...,n

ag - Vy, +bo - vy oV, +Aa- v+

Ab-vy +Ac-v, —1=0 (2.5)
Mit

Vii= —ag- vy —by-vy —co-v, —Aa-vy—

Ab-vy —Ac-v, = —a-vy —b-vy —c-v, (2.6)
und

Wit=ap-Xi+bo-y;+co-zi —1 (2.7)

lautet dann die Gleichung Nr. i im Modell der quasiver-
mittelnden Beobachtungen:

Xi-Aa+y,-Ab+z; - Ac = —w; + V; (2.8)

Da die Ausgangsgleichung (2.4) im Gegensatz zum allge-
meineren Fall einer Flidche zweiter Ordnung bereits linear
in den Parametern und Verbesserungen ist, ist hier — dhn-
lich wie beispielsweise bei der Ausgleichung von Hohen-
netzen — die Einfilhrung von Nédherungswerten nicht un-
bedingt notwendig oder anders formuliert: Bei Vernach-
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lassigung eventueller Rundungsfehler sind die Ausglei-
chungsresultate unabhingig von den gewéhlten Néhe-
rungswerten.

Man kann also auch die Niaherungswerte a9 = bg = co = 0
wihlen. Mit Aa=a—ay=aAb=b —-byg=b, Ac=
c—co=cundwij=ap-Xi+by-yit+co-zi—1=—1
nimmt in diesem Fall Gleichung (2.8) folgende Gestalt
an:

Xjira+y-b+tzi-c=1+YV; (2.9)

Als eine weitere Moglichkeit fiir die Aufstellung der zu-
sitzlich zu den Gleichungen (2.3) erforderlichen Bedin-
gung soll im Folgenden die Bedingungsgleichung
a® + b? + c? = 1 betrachtet werden (im Falle einer aus-
gleichenden Gerade in der Ebene lautet diese entspre-
chend a> + b>=1).

Im Gegensatz zu der Bedingung d = — 1, die implizit in
den Gleichungen (2.4) enthalten ist, muss die Bedingung
a? +b? + ¢? = 1 beim Ubergang zum Modell der quasi-
vermittelnden Beobachtungen explizit beriicksichtigt und
unter Benutzung der Nidherungswerte ag, by, cg und dy li-
nearisiert werden. Man erhilt auf diese Weise ein Modell
mit quasivermittelnden Beobachtungen und einer Bedin-
gungsgleichung fiir die Unbekannten.

Die Beobachtungsgleichung Nr. i, bei der im Vergleich zu
Gleichung (2.8) noch der Néherungswert und der Zu-
schlag fiir den Parameter d hinzukommen, lautet in die-
sem Fall

Xi-Aa+y; - Ab+z; - Ac + Ad = —w; + V; (2.10)

mit Vi := —a- vy, —b-vy —c-v,

und wj :=ag - X; +bg - y; +¢o -z +do

Setzt man fiir die Nédherungswerte die Giiltigkeit von
a3 + b3 + c2 = 1 voraus (dies kann durch Multiplikation
aller Ndherungswerte mit einem geeigneten Faktor er-
reicht werden), so lautet die linearisierte Bedingungsglei-
chung a? + b? + ¢? = 1 folgendermafen:

2-a9-Aa+2-by-Ab+2-co-Ac =0 (2.11)

Da es sich bei der Bedingungsgleichung a> + b? + ¢? = 1
im Gegensatz zur Bedingungsgleichung d = — 1 um eine
nichtlineare handelt, ist ferner keine Unabhingigkeit des
Ausgleichungsresultates von den gewéhlten Niherungs-
werten mehr gegeben. Man bendtigt somit in diesem
Fall geeignete Ndherungswerte, die beispielsweise durch
Anwendung des zuvor erlduterten Ausgleichungsansatzes
(mit der Bedingung d = — 1) gewonnen werden kdnnen.
In den folgenden Abschnitten sollen nun die verschiede-
nen hier erlduterten Methoden an Hand konkreter Bei-
spiele miteinander verglichen werden. Dazu werden diese
von 1 bis 3 durchnumeriert:

Methode 1: R

Bestimmung von (4 b &)T als zum kleinsten Eigenwert der
Matrix in (2.1) gehorender Eigenvektor und Bestimmung
von d gemif (2.2)

Methode 2:

Benutzung der Bedingungsgleichung d = — 1 und Aus-
gleichung im Modell der quasivermittelnden Beobachtun-
gen gemdl (2.8) beziehungsweise (2.9)
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Methode 3:

Benutzung der Bedingungsgleichung a’> +b> 4+ c? =1
und Ausgleichung im Modell der quasivermittelnden Be-
obachtungen gemif (2.10) mit der Bedingung (2.11)
Betrachtet werden sollen in den folgenden beiden Ab-
schnitten das Beispiel einer ausgleichenden Gerade fiir
3 Punkte und das Beispiel einer ausgleichenden Ebene
fiir 4 Punkte. Es zeigt sich bei diesen Beispielen, dass
von den Methoden 2 und 3 nur die Methode 3 in der
Lage ist, die mit Methode 1 ermittelte exakte L2-Losung
zu reproduzieren (zumindest iterativ). In Abschnitt 5 wird
begriindet, warum die Methode 3 diese giinstige Eigen-
schaft besitzt.

3 Die Bestimmung einer ausgleichenden
Gerade mit drei verschiedenen Methoden an
Hand eines konkretes Zahlenbeispiels

In der Ebene seien 3 Punkte mit den in Tabelle 3.1 ange-
gebenen Koordinaten gegeben, durch die eine ausglei-
chende Gerade gelegt werden soll:

Tab. 3.1: Ebene Koordinaten

Xi - 10 0 10
yi ~10 1 10

Datfiir sollen die in Abschnitt 2 erlduterten drei Methoden
angewandt werden, wobei die entsprechenden Formeln je-
weils gemil der vorliegenden Aufgabenstellung zu mo-
difizierend sind (Weglassen der Koordinate z und des Pa-
rameters ¢).

Methode 1:

Unter Beriicksichtigung der Erlduterungen zu Beginn von
Abschnitt 2 ergibt sich der Parametervektor (4 b)" als der
zum kleineren der beiden Eigenwerte der Matrix

3 3

Z(xi — xs)2 Z(Xi —X)(¥; = ¥s)

i=1 i=1
3 3

PCEESITESS

i=1 i=1

200 200
<200 200 %) (3.1)
gehorende normierte Eigenvektor. x; und y; sind hierbei

die Schwerpunktkoordinaten, die sich folgendermalien er-
geben:

1 o 13 1
W= N0 =30 vi=3

Die Eigenwerte der Matrix in (3.1) sind 0.333056 und
400.333611 und als normierter Eigenvektor zum
kleineren Eigenwert erhélt man den Vektor (— 0.707696
0.706517)". Somit ergeben sich nach Methode 1 unter
Beriicksichtigung von (2.2) folgende Schitzwerte fiir
die Parameter der ausgleichenden Gerade:

(3.2)
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4= —0.707696, b = 0.706517,

1 S
d=— (Z Xi A+ )y b> =—0.235506  (3.3)
i=1 i=1

Wie es fiir die mit Methode 1 bestimmte Losung zu erwar-
ten ist, verlduft die ausgleichende Gerade durch den
Schwerpunkt, denn es gilt

. . 1
a-xs+b-y,+d=-0.707696 - 0 + 0.706517 37
0.235506 = 0

AuBerdem ist der gesuchte Minimalwert der Summe der
Quadrate der orthogonalen Abstdnde zur ausgleichenden
Gerade gleich dem oben angegebenen minimalen Eigen-
wert:

3
min ) "(vi 4 v;,) = kmin = 0.333056 (3.4)
i=1

Methode 2:

Durch Einsetzen der Koordinaten der drei gegebenen
Punkte in die Beobachtungsgleichungen (2.9) erhilt
man in Matrixschreibweise folgendes Modell der quasi-
vermittelnden Beobachtungen:

-10 —10
Au=-w+V mitA = 0 1 ,
10 10
~1 a’ + b’
w= | —1 |, (diag(D(V)) = 6> a2 + b> (3.5)
—1 a’ 4 b’

D(V) ergibt sich hierbei unter Beachtung der Gleichungen
(1.2) und (2.6) aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz. Ei-
gentlich miissten somit bei einer L2-Ausgleichung im
Modell (3.5) die Gewichte P; = az—lbz benutzt werden.
Dies ist jedoch nicht moglich, da erst durch die Ausglei-
chung Schitzwerte fiir a und b bestimmt werden sollen.
Weil jedoch alle Gewichte gleich grof3 sind und es fiir
die Schitzung der Parameter nur auf die Verhiltnisse
der Gewichte zueinander ankommt, kann als Gewichts-
matrix die Einheitsmatrix benutzt werden.

Als L2-Losung u erhélt man somit

i (§) - —omarane- ()

Die Parameter der ausgleichenden Gerade ergeben sich
also zu

a=-1,b=1,d=—1 (3.7)

Es sei darauf hingewiesen, dass diese ausgleichende Ge-
rade im Gegensatz zu der mit Methode 1 ermittelten nicht
durch den Schwerpunkt verlduft, denn es gilt

. N 1 2
AuBerdem ist, wie weiter oben bereits erldutert, keine Ver-
besserung der Losung durch Verwendung der soeben er-

mittelten Parameterschitzwerte als neue Nidherungswerte

(3.6)
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in (2.8) moglich, denn unabhingig von der Wahl der Ni-
herungswerte ergeben sich immer dieselben ausgegliche-
nen Parameter wie in (3.7) angegeben.

Mit den in (3.7) angegebenen Schitzwerten als Néihe-
rungswerte (ap = — 1, bp = 1) beispielsweise ergeben

sich gemif (2.7) die Widerspriiche w;:=ag - Xx; + bg -
y; — 1 und man erhilt das Modell
—-10 -10
Au=-w+V mitA = 0 1 ,
10 10
-1
w=1[ 0 (3.8)
—1
woraus sich als Parameterschitzung
. [Aa) Tav-1.T.. (0O
u—<Ab>——(A A Aw= 0 (3.9)

und damit A=ay + AAd=ay, b=by + Ab =by ergibt.
Man erhilt also dieselbe Losung wie in (3.7) angegeben.
Aus dem im Modell (3.5) erhaltenen Verbesserungsvektor
V =Aii + w ergeben sich die Verbesserungen vy, und vy,
folgendermalien:

Vi ==Vi-Pi-d vy, =—V;-Pi-b (3.10)

Es handelt sich hierbei um dieselbe Formel, die in [3] fiir
den allgemeineren Fall einer ausgleichenden Flache zwei-
ter Ordnung bereits angewendet und erldutert wurde. In
(3.10) ist fiir P; das sich unter Beriicksichtigung von
(3.5) ergebende Gewicht P; = ———

a? + b’
fiir die Parameter a und b nunmehr die Schitzwerte a
und b vorliegen. (3.10) nimmt damit folgende Gestalt an:

V- _V;b
a2 + b’

einzusetzen, da

(3.11)

Vx;

TR T
Eine weitere Begriindung fiir die Formel (3.11) wird in
Abschnitt 5 gegeben.

Durch Einsetzen in (3.11) erhélt man die in Tabelle 3.2
angegebenen Verbesserungen.

Tab. 3.2: Verbesserungen der ebenen Koordinaten mit
Methode 2

Vi, ~05 0 ~05
v, 0.5 0 05

Die Berechnung der Quadratsumme der Verbesserungen

3

ergibt Z(vii + v; + vi) =1, also einen wesentlich
=1

groleren Wert als der in (3.4) angegebene Idealwert.

Auch dadurch wird deutlich, dass bei diesem Beispiel

mit Methode 2 nicht die optimale L2-Lésung ermittelt

wird.

Methode 3:

Fiir Methode 3 sollen die mit Methode 2 ermittelten Pa-
rameterschiatzwerte (ago= — 1, bgo=1, dgo=—1) als

59



Georg Kampmann — Vergleich verschiedener Methoden zur Bestimmung ausgleichender Ebenen und Geraden

Niherungswerte verwendet werden. Dazu miissen diese
zunidchst so normiert werden, dass die Bedingung
a2 + bf = 1 erfiillt ist. Man erhilt

an — apo . 1
= —— =
a<2)0+b(2)0 V2
boo 1
bO e —— ]
\/ ady + bgo V2
d 1
dop=——n = (3.12)

V2

2 2
ag, + b

Durch Einsetzen der benotigten Werte in die Gleichungen
(2.10) und (2.11) erhélt man nun ein Modell mit quasiver-
mittelnden Beobachtungen und einer Bedingung, welches
in Matrixschreibweise folgendermallen lautet:

All=—W1+V
Hu =w,
—-10 —10 1
mit A = 0 1 1],
10 10 1
%
2
wi=| 0 [,H=(-v2 V2 0),
1
V2
wy = (0), P=1 (3.13)

Eine exakte Methode zur Ermittlung der Losung im Mo-
dell (3.13) wire die Umstellung der Bedingungsgleichung
2-ap-Aa+ 2-bg- Ab = 0 nach ag oder by und das Ein-
setzen des entsprechenden Ausdrucks in die 3 Beobach-
tungsgleichungen.

Will man ohne groBen Zusatzaufwand vorhandene Soft-
ware zur Losungsbestimmung gemifll Gleichung (3.9)
nutzen, so bietet es sich an, die Bedingungsgleichung
ebenfalls als eine Beobachtungsgleichung anzusehen,
ihr aber ein sehr viel groBeres Gewicht als den anderen
Gleichungen zuzuordnen, zum Beispiel das Gewicht
10° im Vergleich zum Gewicht 1 fiir die anderen Beobach-
tungen. Man wird dann die gesuchte L2-Losung fiir das
Modell (3.13) ebenfalls mit hinreichender Genauigkeit er-
halten.

Auf diese Weise ergibt sich das Modell

Au=-w+V mit

A=l 10 10 1|"¥%" -]
—V2 V2 0 0
1
diag(P) = | | (3.14)
10°
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woraus sich als Parameterschitzung
Aa I

Ab | =—(ATPA)"' ATPw =
Ad

=>
I

—0.000589
—0.000589
0.471601

(3.15)

ableiten lisst. Fiir die gesuchten Parameter a, b und d er-
hilt man somit:

4 =ay+ Ad = —0.707695,
b = by + Ab = 0.706518,
d =dy + Ad = —0.235506 (3.16)

Diese Losung unterscheidet sich nur sehr wenig von der
mit Methode 1 ermittelten optimalen L2-Losung (andern-
falls wire es — wie insbesondere das Beispiel in Abschnitt
4 zeigt —auch moglich, die Losung iterativ zu verbessern).
Die Verbesserungen vy, und vy kdnnen unter Verwendung
von V =At + w entsprechend den Beziehungen (3.11)
berechnet werden.

Man erhilt damit die in Tabelle 3.3 angegebenen Verbes-
serungen.

Tab. 3.3: Verbesserungen der ebenen Koordinaten mit
Methode 3

Vi —0.158333
vy, 0.15807

i

0.333333 —0.175

0.174709

—0.332778

Fiir die Quadratsumme der Verbesserungen ergibt sich in

3
diesem Fall der Wert Z(Vi + V?i) = 0.333056. Wie zu
i=1
erkennen ist, stimmt dieser Wert im Rahmen der Genau-
igkeit bereits vollig mit dem in (3.4) angegebenen und
durch Eigenwertbestimmung ermittelten optimalen Wert
iiberein. Dies zeigt ebenfalls, dass Methode 3 mit hinrei-
chender Genauigkeit die optimale L2-Losung ermittelt
hat.

4 Die Bestimmung einer ausgleichenden
Ebene mit drei verschiedenen Methoden an
Hand eines konkretes Zahlenbeispiels

Durch 4 rdumliche Punkte mit den in Tabelle 4.1 angege-
benen Koordinaten soll eine ausgleichende Ebene gelegt
werden:

Tab. 4.1: Raumliche Koordinaten

Xi —10 -1 1 10
i —15 —-05 1.5 15
A —20 -2 1 20

Zu diesem Zweck sollen erneut die in Abschnitt 2 erldu-
terten drei Methoden angewandt werden.
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Methode 1:
Mit den Schwerpunktkoordinaten

1< 1<
XS:Z;Xi:O7 ys:Z;}Ii:

1 1< 1
RO DL

ergibt sich der Parametervektor (a b ¢)T als der zum klein-
sten Eigenwert der Matrix

4 4 4

(4.1)

i=1 i=1 i1
4 4

> (vi—y)?

i=1 i=1 i=1

D xi—x)@—z) D (vi—y)m—z)

—Xs)(¥; — ¥s)

202 302 403
302 452.25 602.75
403 602.75 804.75

gehorende normierte Eigenvektor.

Als Figenwerte der Matrix in (4.2) erhilt man
1458.354371, 0.134032 und 0.511597. Der normierte Ei-
genvektor zum kleinsten Eigenwert ist der Vektor (4 b ¢)T
= (—0.92606 0.168226 0.337806)"

Zusammengefasst erhédlt man also nach Methode 1 unter
Beriicksichtigung von Gleichung (2.2) folgende Schitz-
werte fiir die Parameter a, b, ¢ und d:

a=—0.92606, b =0.168226,
& = 0.337806, d = 0.042395 (4.3)

Die so ermittelte ausgleichende Ebene verlauft durch den
Schwerpunkt, denn es gilt

a-X+b-y +¢-z+d=
—0.92606 - 0 4 0.168226 - 0.25+
0.337806 - (—0.25) + 0.042395 = 0

Weiterhin ist durch den oben angegebenen minimalen Ei-
genwert 0.134032 der Minimalwert der Quadratsumme
der Verbesserungen bei der Bestimmung einer ausglei-
chenden Ebene gegeben:

4
min Y (v 4 V;, + V2) = Amin = 0.134032
i=
Methode 2:

In Analogie zu (3.5) und (3.6) ergeben sich unter Benut-
zung der vorliegenden Koordinaten das Modell der quasi-
vermittelnden Beobachtungen und die Losung @ folgen-
dermafen:

Au=-w+V mit

Do —x)i—y) Y (i —x)(zi—z)

~10 —15 —20 —1

1 —05 -2 1
A=l 1 15 = o

100 15 20 —1
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(4.2)
a> +b* 42
. a? +b* +¢c?
diag(D(V)) = o° a2 +b? + 2 (4.5)
a? +b? +c?
a 0.5
a=(b|=—ATA) "ATw=| 1 (4.6)
c —1

Somit hat die nach Methode 2 ermittelte ausgleichende
Ebene folgende Parameter:

a=05b=1¢=—-1,d=—1 (4.7)

Wie bei dem Beispiel in Abschnitt 3 verlduft auch die jetzt
ermittelte ausgleichende Ebene nicht durch den Schwer-
punkt:

a-X+b-y,+¢é z+d=
05-0+1-025—-1-(-025)—-1=-05#0

Unter Benutzung von V =Ai + w konnen die Verbesse-
rungen vy, vy und v, in Analogie zu (3.11) bestimmt wer-
den:

V;-a V; b
T T R T oo
a2+ b +¢ a2+b"+¢
V; - ¢
v = (4.8)
az +b- 4 ¢2

Man erhiilt fiir vy, vy, und v, die in Tabelle 4.2 angege-
benen Werte.

Tab. 4.2: Verbesserungen der ridumlichen Koordinaten mit
Methode 2

Vi 0.2 0 0
Vy, 0.4 0 0 0.4
2 —0.4 0 0 —0.4
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Fiir die Qu4adratsumme der Verbesserungen folgt daraus

der Wert Z(Vii + Vi + Vi) =0.8.
i=1
Dies ist ein deutlich schlechterer Wert als der in (4.4) an-
gegebene Optimalwert der Verbesserungsquadratsumme.
Wie im Falle einer ausgleichenden Gerade lésst sich auch
diese Losung durch weitere Iterationsschritte nicht ver-
bessern, da sich mit Methode 2 unabhingig von der Vor-
gabe der Niherungswerte stets dieselbe ausgleichende
Ebene ergibt.

Methode 3:

Wie in Abschnitt 3 sollen auch diesmal die mit Methode 2
ermittelten Werte (agg = 0.5, by =1,
doo = — 1) als Ndherungswerte fiir Methode 3 verwendet
und zu diesem Zweck zuvor so normiert werden, dass die
Bedingung aZ + b% + ¢ = 1 erfiillt ist. Damit ergibt sich

Coo=—1,

a= 400 =03
a(2)0 + bgo + C%o
by = Boo =0.6
ady + by + ¢
CO fr COO = —06
\ ago + b(2)0 + C(%o
d _
do = 0 =06 (4.9)

a0 + bgo + 5o
und man erhilt in Matrixschreibweise folgendes Modell:
Au=-w +V

Hu =w,
10 —15 -20 1
1 —05 -2 1
mitA=1 1 45 1 1]
0 15 20 1
—-0.6
0
m=| g | (4.10)
~06

H= (0613 —130), w,=(0), P=1

Sieht man der Einfachheit halber auch im Modell (4.10)
die Bedingungsgleichung als Beobachtungsgleichung mit
sehr hohem Gewicht an, so erhidlt man in Analogie zu
(3.14) folgendes Modell:

Au=—-w+V mit

—10 =15 =20 1
-1 —-05 =2 1
A= 1 1.5 11,
10 15 20 1
06 13 —-13 0
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(4.10)

Im Modell (4.10) erhdlt man folgende L2-Losung:
Aa
Ab
Ac
Ad

=>
I
Il
R
>
;ﬁ
=i
>
|
>
.ﬁ
=~
]l
\

0.621696
—0.355661
—0.044813

0.411045

(4.11)

Fiir die gesuchten Parameter der ausgleichenden Ebene
ergeben sich damit folgende Werte:

4 = a4+ Ad = 0.955030, b = by + Ab = 0.311006,
&=co+AE=—-0.711479, d =

do + Ad = —0.255621 (4.12)
Die durch (4.12) gegebene Ebene verlduft durch den
Schwerpunkt, denn es gilt - X, + b - yg + ¢ -z, + d
= 0.955030 - 0 + 0.311006 - 0.25 — 0.711479 -
(—=0.25) — 0.255621 =0 Die Verbesserungen vy, Vy.

und v, konnen auch jetzt in Analogie zu (4.8) bestimmt
werden (V =Ai + w).

Vi-a V;-b
Vi = — 5 =
o4+ @24+
V.. ¢
V= (4.13)
aZ 4+ b~ +¢?

Damit ergeben sich die in Tabelle 4.3 angegebenen Werte.

Tab. 4.3: Verbesserungen der rdumlichen Koordinaten mit
Methode 3

Vg 0.152186 —0.035809 | —0.286468 0.17009
Vy, 0.049559 —0.011661 —0.093288 0.05539
Vi, —0.113376 0.026677 0.213413 —0.126714

Die Qliadratsumme der Verbesserungen hat damit den

Wert Y “(vi +v;, + ;) = 0.224968.
i=1
Dieser Wert ist zwar deutlich geringer als der bei Methode
2 erhaltene, aber trotzdem noch merklich groBer als der in
(4.4) angegebene Optimalwert.

Auch ein direkter Vergleich der Parameter der mit Metho-
de 1 und 3 erhaltenen ausgeglichenen Ebenen zeigt deut-
liche Unterschiede. Zwecks direkter Vergleichbarkeit sind
im Folgenden sowohl die in (4.3) als auch die in (4.11)
angegebenen Werte so normiert, dass 4> +b> 4+ &> =1
und a > 0 gilt:
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Tab. 4.4: Schrittweise Anndherung der mit Methode 3 erhaltenen Losungen an die mit Methode 1 bestimmte Optimallosung

Methode 3

1. Iterationsschritt

Methode 3

2. Iterationsschritt

Methode 3

3. Iterationsschritt

Methode 3

4. Iterationsschritt

Methode 1

4 =0.775906 b = 0.252674 ¢ = 0.578036 d = — 0.207677
4
(Vi +v; +vizi) = 0.224968
1

4 =0.906928 b = — 0.047661 & = — 0.41858 d = — 0.09273

(Vi +v; +vy) =0.142079

M-

4=0.922931 b= —0.136672 ¢ = —0.359887 d = — 0.055804

NE

(Vi +v; +v;) =0.134596
1

4=0.925374 b= —0.159978 & = — 0.343644 d = — 0.045916

NE

(vi, + vy +v;) =0.134071
1

4=0.92606 b = —0.168226 & = —0.337806 d = — 0.042395

IS

(Vi +v; +v;) = 0.134032
i=1

Methode 1 : & = 0.92606, b = —0.168226,

¢ = —0.337806, d = 0.042395
Methode 3 : a = 0.775906, b = 0.252674,

¢ = —0.578036, d = —0.207677 (4.14)

Dies zeigt, dass Methode 3 die mit Methode 1 bestimmte
Optimalldsung mit den benutzten Ndherungswerten noch
nicht mit ausreichender Genauigkeit in einem einzigen
Iterationsschritt reproduzieren kann.

Fiihrt man allerdings weitere Iterationsschritte durch, so
wird die Optimalldsung schrittweise immer besser ange-
ndhrt. Fiir jeden weiteren Iterationsschritt werden hierzu
die Berechnungen entsprechend den Formeln (4.9) bis
(4.13) durchgefiihrt, wobei in (4.9) fiir agy, boo, coo und
doo jeweils die im vorangegangenen Iterationsschritt in
(4.12) erhaltenen Werte a, b, ¢ und d einzusetzen sind.
Tabelle 4.4 zeigt fiir die ersten 4 Iterationsschritte die An-
niherung an die mit Methode 1 erhaltene Losung. Auch
hierbei wurde in allen Fillen so normiert, dass
4>+ b>+¢*>=1und a > 0 gilt.

Somit zeigt sich auch fiir das Beispiel einer ausgleichen-
den Ebene, dass Methode 3 im Gegensatz zu Methode 2 in
der Lage ist, die optimale L2-Losung auf iterativem Wege
zu ermitteln.

5 Begriindung dafiir, dass zwecks Bestimmung
ausgleichender Ebenen heziehungsweise
Geraden ein Ausgleichungsansatz mit der
Bedingung a2 + h% + ¢2 =1
bheziehungsweise a2 + h? = 1 vorzuziehen ist

In diesem Abschnitt soll theoretisch begriindet werden,
warum bei der Bestimmung ausgleichender Ebenen
bzw. Geraden unter Benutzung der Beobachtungsglei-
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chungen (2.3) (wobei im Falle einer ausgleichenden Ge-
rade der Summand ¢ - (z; 4 v,) in (2.3) weggelassen wer-
den miisste) gerade die Bedingungsgleichung
a? + b? + ¢? = 1 beziehungsweise a> + b”> = 1 verwendet
werden sollte, um die optimale L2-Losung zumindest ite-
rativ zu erhalten.

Die folgenden Ausfiihrungen beschrinken sich auf den
Fall der ausgleichenden Ebene, weil die Ubertragung
auf den Fall der ausgleichenden Gerade leicht moglich ist.
Wie bereits im Anschluss an Gleichung (2.3) erldutert
wurde, wird eine Bedingung fiir die Parameter benotigt,
die die triviale Losung a=b =c =d =0 ausschlief3t.
Neben den beiden in den Berechnungsbeispielen benutz-
ten Bedingungen

d=—1 (5.1)
und
a? b2+t =1 (5.2)

sind theoretisch auch noch viele andere Bedingungen

denkbar.

Man muss jedoch beriicksichtigen, dass die urspriingliche

Forderung zur Ermittlung einer L2-Losung lautet:
n

Z:(vii + vii + v, ) = min!

i=1

(5.3)

Die Losung wird jedoch ermittelt durch Ubergang zum
Modell der quasivermittelnden Beobachtungen mit der
Forderung

Z(Pi - V?) = min!

i=1

(5.4)

Wie im Anschluss an Gleichung (3.5) erldutert wurde,
kann als Gewichtsmatrix P die Einheitsmatrix benutzt
werden. Dies wurde bei den Berechnungsbeispielen in
den Abschnitten 2 und 3 auch stets getan. Forderung
(5.4) geht damit iiber in
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E:Vi2 = min! (5.5)
i=1

Somit ist es notig zu verlangen, dass die Forderung (5.5)
mit der urspriinglichen Forderung (5.3) gleichwertig ist.
Im Folgenden wird gezeigt, dass dies bei Vorliegen hin-
reichend guter Ndherungswerte a, by, co und dy dann der
Fall ist, wenn man von der Bedingung (5.2) fiir die Para-
meter ausgeht.

Fiir alle i mit 1 <1 < n betrachten wir die Gleichung

a- (X4 vy) + b (yi + vy )+

c-(zi+v,)+d=0 (5.6)
Vx> Vy,» V7 sind hierbei beliebige (nicht notwendigerweise
die im Sinne der L2-Methode optimalen) Verbesserungen.
Diese 3n Verbesserungen definieren eine Ebene. Die Para-
meter a=agp+ Aa, b=Dby+ Ab, c=cp+ Ac,
d = dy + Ad beschreiben diese Ebene und sind damit
die den 3n Verbesserungen vy, vy,, v, zugeordneten Para-
meter. (ag, bo, ¢, do sind beliebig vorgegebene Niherungs-
werte)

Geht man von Gleichung (5.6) iiber zu der Gleichung
Xi'Aa—i-yi-Ab—l—Zi-AC—‘rAd: —w; + Vi

mit (5.7)

so erkennt man, dass der Zusammenhang zwischen vy,
Vy., V5 einerseits und V; andererseits fiir jedes i ausge-
driickt wird durch die Beziehung

Wi =ag-Xi+bo-y;+co-zi+do

Vi=—a- vy —b-vy —c-vy (5.8)

Um umgekehrt vy, vy und v, durch Vi auszudriicken,

miissen wir beachten, dass wir uns, wenn Wwir
n

E (v: + V%V + v2) minimieren wollen, auf Verbesserun-

é@h beschrianken konnen, die die Eigenschaft haben, dass
der Vektor (vy, vy vy, )" fiir jedes i senkrecht zur zugeord-
neten Ebene steht, also parallel zu dem die Normalenrich-
tung der Ebene definierenden Vektor (a b c)T verliuft.

Es gibt also fiir jedes i mit 1 <i < neink; # 0, so dass gilt

vy, =ki-a, vy =ki-b, v,=ki-c (5.9)
Setzt man (5.9) in (5.8) ein, so ergibt sich
V.
Viiz—ki a2+b2+02 :>ki:—71
( ) a2 +b> +c2

Durch Einsetzen des soeben bestimmten Wertes k; geht
(5.9) iiber in

Vi-a Vi'b
Vy ==, Vy = —
b a2+ b’ ¢ a2 +b® + 2
Vi'C
vV, = —————— 5.10
' a2 +b* +c2 ( )

Anmerkung: Da die Gleichungen in (5.10) auch fiir die
optimalen Parameter 4, b und ¢ gelten miissen, liefert die
Herleitung von (5.10) iibrigens eine weitere Begriindung
fiir die in den Abschnitten 3 und 4 angewendeten Formeln
(3.11) beziehungsweise (4.8).
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Mit Hilfe der Beziehungen in (5.10) lésst sich der in (5.3)
zu minimierende Ausdruck » (vi + V; + v, ) nun fol-

) i=1
gendermalien schreiben:

n n 2 2 2

5 ’ 5 , a +b +c

Vi + v +v)) = Vii—m———— =
;( Xi Vi z,) ; i (a2—|—b2~|-02)2

n V2
;a2+b2+c2

(5.11)

An Hand der Gleichung (5.11) ist nun zu erkennen, dass
die Forderung in (5.5) dann mit der Forderung in (5.3)
gleichwertig ist, wenn der Ausdruck a® + b? + ¢? kon-
stant ist. Dies kann dadurch erreicht werden, dass man
die Ebenenparameter a, b, c, d, die bei gegebenen vy,
Vy., Vz in Gleichung (5.6) und damit in Gleichung
(5.11) beriicksichtigt werden miissen, durch die in das
Ausgleichungsmodell einzubringende Bedingung
a? + b? + ¢ =k (mit k > 0) auf solche einschrinkt, die
diese Forderung erfiillen. Ohne Beschriankung der Allge-
meinheit kann dabei k = 1 gesetzt werden, so dass man
zur Bedingung (5.2) gelangt.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich also, dass die Bedin-
gung a®> + b? + c? die Gleichwertigkeit der Optimalitiits-
forderungen (5.3) und (5.5) und damit die Gleichheit der
entsprechenden Losungen gewihrleistet.

Da Forderung (5.3) die sogenannte orthogonale Regressi-
on beinhaltet (Minimierung der Summe der Quadrate der
orthogonalen Abstinde zur ausgleichenden Ebene bezie-
hungsweise Gerade) kann man auch sagen:

Die Bedingung a? + +b% + c? =1 gewihrleistet, dass
die im Modell der quasivermittelnden Beobachtungen er-
haltene L2-Losung die Forderung der orthogonalen Re-
gression erfiillt.

Streng gilt dies jedoch nur, wenn vorausgesetzt wird, dass
die Beziehung 4% + b? + &2 =1 von den im Modell der
quasivermittelnden Beobachtungen ermittelten Losungs-
parametern a, b, ¢, d exakt erfiillt wird. Nur dann darf
man sich bei der Betrachtung der Gleichung (5.11) tat-
sdachlich auf solche Parameter a, b, ¢ beschrinken, fiir
die a® + b%> + ¢ =1 gilt.

Da die Bedingung a? + b*> + ¢> = 1 bei der praktischen
Durchfiihrung der Rechnung jedoch linearisiert wird,
kann man im Allgemeinen auch nur von einer ungeféhren
Ubereinstimmung der im Modell der quasivermittelnden
Beobachtungen erhaltenen Losung mit der Losung der or-
thogonalen Regression sprechen, wobei die Ubereinstim-
mung um so besser ist, je besser die verwendeten Néhe-
rungswerte sind.

Zum Abschluss soll noch kurz auf eine etwas andere Be-
griindung der Bedingung a® 4 b?> + c¢? = 1 eingegangen
werden, die aber mit der bis jetzt betrachteten in einem
engen Zusammenhang steht.. Da der in (5.3) zu minimie-

n
rende Ausdruck Z:(vii + vii + vi) sich bei Verschiebun-

gen und Drehunglérll des Koordinatensystems nicht éndert,
ist auch die strenge Losung des Minimierungsproblems
(5.3) nicht von Verschiebungen und Drehungen des Ko-
ordinatensystems abhingig. Damit diese wiinschenswerte
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Eigenschaft auch nach der Einfiihrung einer Bedingungs-
gleichung fiir die Parameter a, b, ¢ und d erhalten bleibt,
ist es notig, diese Bedingungsgleichung so zu wihlen,
dass sie keine Abhingigkeit der Losung vom Koordina-
tensystem bewirkt.

Aus Gleichung (5.8) geht hervor, dass sich der Betrag der
Rechnungsverbesserung V; im Modell der quasivermit-
telnden Beobachtungen als Betra% des Skalarproduktes
zwischen dem Vektor (vy, vy, v,) und dem Parameter-
vektor (abc)! ergibt, wobei die Linge des Letzteren
noch von der Bedingungsgleichung abhingt, selbst
wenn die durch die Parameter definierte Ebene bereits
als fixiert angesehen wird.

Gemail den Beziehungen (5.9) und den vorangegangenen
Erlduterungen kann man sich auf den Fall beschréinken,
dass der Vektor (vy, vy, v, )" dieselbe Richtung hat wie
der Vektor (abc). Dies wiederum bedeutet, dass sich
der Betrag der Verbesserung V; als Produkt der Lingen
dieser beiden Vektoren ergibt.

Die Linge des Vektors (vy, vy, vy, )" dndert sich bekannt-
lich bei Verschiebungen und Drehungen des Koordinaten-
systems nicht. Damit auch die Rechnungsverbesserungen
V; und damit das Minimum ihrer Quadratsumme — also die
Losung des Ausgleichungsproblems — nicht von solchen
Koordinatentransformationen abhingen, ist es somit notig
die Bedingung fiir die Parameter a, b, ¢ und d so zu
wihlen, dass auch die Linge des Vektors (a b c)T immer
konstant bleibt. Da das Quadrat dieser Linge durch den
Ausdruck a? 4 b? 4 c? gegeben ist, wird dies gerade
durch die Bedingung a®> + b? 4 ¢?> = 1 erreicht. Dariiber
hinaus wird durch diese Bedingung erreicht, dass die
Rechnungsverbesserung V; gerade mit dem orthogonalen
Abstand des Punktes i von der betrachteten Ebene iiber-
einstimmt.

Die eben genannte Begriindung rechtfertigt die Bevorzu-
gung der Bedingung a’ + b% + ¢?> = 1 beziehungsweise
a> + b? = 1 auch bei Vorgabe einer anderen Zielfunktion
als der in (5.3), sofern diese ebenfalls nicht von Verschie-
bungen und Drehungen des Koordinatensystems abhingt.
Dies trifft beispielsweise fiir alle Zielfunktionen zu, die
sich ebenfalls als Funktion der orthogonalen Abstéinde
der gegebenen Punkte zur ausgleichenden Ebene bezie-
hungsweise Gerade darstellen lassen.

Wihlt man beispielsweise als Zielfunktion die Minimie-
rung der Summe der orthogonalen Absténde zur ausglei-
chenden Gerade bzw. Ebene, so kann man in der Weise
vorgehen, dass das Modell der quasivermittelnden Beob-
achtungen entsprechend (3.13) bzw. (4.10) aufgestellt, die
Bedingungsgleichung eliminiert und im erhaltenen Modell
die iibliche L1-Norm-Methode angewendet wird. Aus den
hierbei erhaltenen Rechnungsverbesserungen Vi konnen
dann durch Anwendung der Formeln (3.11) bzw. (4.8)
die Koordinatenverbesserungen berechnet werden. Die er-
haltene Losung kann anschlieend, wie auch bei dem L2-
Beispiel in Abschnitt 4 geschehen, iterativ verbessert wer-
den. Wihlt man als Zielfunktion die Minimierung des ma-
ximalen orthogonalen Abstandes zur ausgleichenden Ge-
rade bzw. Ebene, so unterscheidet sich die Vorgehensweise
nur dadurch, dass im Modell der quasivermittelnden Be-
obachtungen nach Elimination der Bedingungsgleichung
die Minimax-Methode angewendet wird.
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Wiirde man dagegen die L1- bzw. die Minimax-Zielfunk-
tion in der Form wihlen, dass die Summe der Betrige der
Koordinatenverbesserungen bzw. deren Maximalbetrag
minimiert wird, so konnte man auch bei Verwendung
der Bedingung a’>+b?>+c?>=1 beziechungsweise
a? + b? = 1 keine Unabhiingigkeit der erhaltenen Losung
von Koordinatentransformationen erreichen.

6 Einige Betrachtungen zur Ubertragung der
bisherigen Aussagen auf das Problem der
Bestimmung ausgleichender Flachen und
Kurven zweiter Ordnung

Zwecks Bestimmung ausgleichender Quadriken, das
heiflt, ausgleichender Flichen und Kurven zweiter Ord-
nung, geht man, wie in [3] erldutert, von den folgenden,
im Vergleich zu (2.3) wesentlich erweiterten Ausglei-
chungsformulierungen aus:

Flichen zweiter Ordnung:

cri(x + in)z +cxnly; + Vyi)2 +c33- (zi + Vzi)2+
2¢12(X; + v )(y; + Vy,) + 2c13(Xi + vy ) (zi +v,)+

(
2c23(y; + vy, ) (zi + V) + (6.1)
(

2¢10(Xi + V) 4+ 2¢20(y; + vy, )+

2C30(Zi + szi) +cpo=0
Kurven zweiter Ordnung:

e (xi + in)z +cn(y; + Vyi)z + 2c12(Xi + Vi ) (¥i + vy, )+

2¢10(Xi + Vx;) 4+ 2¢20(y; + Vy,) + o0 = 0 (6.2)

Die folgenden Erlduterungen beschrinken sich wiederum
auf den dreidimensionalen Fall, also auf die Formeln
(6.1), da die Ubertragung auf den zweidimensionalen
Fall, also auf ausgleichende Kurven zweiter Ordnung,
keine Schwierigkeiten bereitet.

Die Gleichungen (6.1) lassen sich folgendermaf3en in Ma-
trixschreibweise formulieren:

(f + V{)M(p; + vi) +2m" (p; + vi) + o0 = 0
Ci1 Ci2 Ci3

mit M = Ci2 Cx» ©23 |,
Ci2 C23 C33

€10 Xj Vi
m=\|c<co |,Pi=1Y | Vi=|Vy (6.3)
C30 Zi V.

Geht man nach der in den vorangegangenen Abschnitten
fiir ausgleichende Ebenen (also Flichen erster Ordnung)
erlduterten Methode vor, so ergeben sich die Rechnungs-
verbesserungen Vi im Modell der quasivermittelnden Be-
obachtungen in Analogie zu dem Ubergang von Glei-
chung (5.6) zu Gleichung (5.7) dadurch, dass auf der lin-
ken Seite von Gleichung (6.1) beziehungsweise (6.3) alle
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Summanden, die mindestens eine der Variablen vy, vy,
oder v,, enthalten, zu — V; zusammengefasst werden:

Vi =

2

2 2
—Ci[Vy, — C2Vy, — €33V, — 2C12VyVy. — 2C13Vy, Vy
1 Yi 1 Y1

—2C23Vy, V; — 2C11X{Vyx, — 2€22Y;Vy, — 2C33ZiVy

—2C12XiVy, — 2C12Y;Vx; — 2C13XV, — 2C13ZiVy, (6.4)

—2C23Y;Vz — 2€23Z;Vy, — 2C1oVx; — 2C20Vy, — 2€30Vy

Bei Benutzung der Bezeichnungen in (6.3) schreibt sich
Gleichung (6.4) folgendermalf3en:
Vi = —v/My; — 2p/ My; — 2m'y; (6.5)
Wie in Gleichung (5.8) sind auch die Vektoren v; in Glei-
chung (6.5) als beliebige Verbesserungsvektoren aufzu-
fassen (also nicht notwendigerweise die im Sinne der
L2-Methode optimalen), die in diesem Fall den Punkt
p; in einen Punkt p; iiberfiihren (v; = p; — p;), der auf
einer durch die Parameter M, m und ¢y beschriebenen
Quadrik liegt.

Im Gegensatz zu der Beziehung (5.8), die im Falle einer
ausgleichenden Ebene exakt giiltig ist, gelten (6.4) und
(6.5) jedoch nur ndherungsweise, da die durch die Line-
arisierung der Beziehungen (6.1) entstehenden Fehler
(Zerlegung der Parameter in Niherungswerte plus Zu-
schldge und Weglassen aller Glieder, in denen die Parame-
terzuschldge mit dem Produkt zweier Koordinaten multi-
pliziert werden) bei der Herleitung von (6.4) beziehungs-
weise (6.5) nicht beriicksichtigt wurden. Fiir eine néhe-
rungsweise Giiltigkeit der folgenden Betrachtungen
muss somit das Vorliegen hinreichend guter Niherungs-
werte der Flichenparameter vorausgesetzt werden.
Beim Ausgleichungsansatz (6.1) wird nun ebenfalls eine
Bedingung fiir die Parameter benotigt, die die Losung ¢ ;
=0 =033 =C12=C13 =03 =C19=Cp0=C30=Coo=0
ausschlieft. In [3] wurde die Bedingung coo = — 1 ver-
wendet. Die Betrachtungen in den vorangegangenen Ab-
schnitten lassen jedoch vermuten, dass auch jetzt eine an-
dere Bedingung vorzuziehen ist, insbesondere um die Un-
verdnderlichkeit der Verbesserungen V; bei Verschiebun-
gen und Drehungen des Koordinatensystems zu gewéhr-
leisten.

In [1] wird mit einer dhnlichen Begriindung folgende Be-
dingung vorgeschlagen:

¢l 3y bl +2¢h, 4 2ck + 2%, =1 (6.6)

Mit den Bezeichnungen in (6.3) ldsst sich diese Bedin-
gung auch folgendermaBen formulieren:

,.Die Summe der Quadrate aller Elemente der Matrix M
soll 1 betragen.* (6.7)

Im Folgenden wird begriindet, dass sich unter dieser Be-
dingung bei Vernachlidssigung der durch die Linearisie-
rung entstehenden Fehler (also bei Annahme der exakten
Giiltigkeit von Gleichung (6.5)) tatsdchlich die Unabhén-
gigkeit der Rechnungsverbesserungen V; von Verschie-
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bungen und Drehungen des Koordinatensystems zeigen
lasst.

Wir betrachten dazu eine beliebige, nur aus Verschiebun-
gen und Drehungen zusammengesetzte Koordinatentrans-
formation T. Diese lédsst sich beschreiben durch die Glei-
chung

T(p)=C'p+A (6.8)

Gleichung (6.8) bedeutet, dass der beliebige Punkt p =
(x y z) iiberfiihrt wird in den Punkt CTp + A, wobei A
ein Verschiebungsvektor ist und C eine Drehmatrix, das
heift, eine Orthogonalmatrix mit der Eigenschaft CCT
= ¢'C =1 (I: Einheitsmatrix).

Die Anwendung von T auf den Verbesserungsvektor
v; = P; — p; ergibt

T(vi) = T(p;) — T(p;) = C"p; + A —c'p, — A=

C'(p;—p) = C'vi (6.9)
Die durch Gleichung (6.3) gegebene Quadrik wird durch

die Koordinatentransformation T in eine Fliche mit der
Gleichung

T(p! +v) M- T(p; +vi)+

2m" - T(p; + Vi) + oo = 0 (6.10)

iiberfiihrt, wobei M, m und &y geeignet zu bestimmen
sind.

Es soll nun gezeigt werden, dass der Wert V; in Gleichung
(6.5) bei der Transformation T dann unveridndert bleibt,
wenn gilt:
M = C"™™MC (6.11)
m = —C™™MCA + C'm (6.12)

Wir transformieren dazu die Variablen auf der rechten Sei-
te von Gleichung (6.5) unter Benutzung der Beziehungen
(6.8), (6.9), (6.11), (6.12) und erhalten bei Beachtung von
CC'=1I

—(T(vi))" - M- (T(wi))—

2(T(p;))" - M- (T(vi))v — 2" - (T(v)))
=-—v.C-.C"-M-C-C"-v,—
2-piT-C-CT-M-C-CT-vi—
2-AT-CT-M-C-C".v;
+2-AT.CT-M-C-CT.v,—

2.-m'-C-C".v; (6.13)

:_V"T'M'Vi_z'pT'M'Vi_z‘mT‘Vi:Vi

Bei der Uberfiihrung von M in M gem:i} Gleichung (6.11)
andert sich die Summe der Quadrate der Matrixelemente
nicht, da CT und C orthogonale Matrizen sind. (Links-
multiplikation einer Matrix mit einer Orthogonalmatrix
lasst die euklidische Norm jedes Spaltenvektors und damit
die Summe der Quadrate seiner Elemente unverindert;
bei Rechtsmultiplikation gilt das Gleiche fiir die Zeilen-
vektoren.)
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Somit ermoglicht gerade die Bedingung (6.6) beziehungs-
weise (6.7), dass sich bei Verschiebungen und Drehungen
des Koordinatensystems die Matrix M in Ubereinstim-
mung mit Gleichung (6.11) dndern kann. Da diese Bedin-
gungen keine Einschrinkungen fiir die Elemente von m
sowie fiir cgg enthalten, kann sich dartiber hinaus der Vek-
tor m stets gemif Gleichung (6.12) zu m transformieren.
Zusammenfassend lésst sich also in Analogie zu den Be-
trachtungen in Abschnitt 5 sagen, dass bei Verwendung
der Bedingung (6.6) beziechungsweise (6.7) und bei Vor-
liegen hinreichend guter Nidherungswerte die Rechnungs-
verbesserungen V; im Modell der quasivermittelnden Be-
obachtungen und damit die Losung des Ausgleichungs-
problems nicht von Verschiebungen und Drehungen des
Koordinatensystems abhéingen.

Eine analoge Aussage gilt fiir die Bestimmung ausglei-
chenden Kurven zweiter Ordnung gemif Modellformu-
lierung (6.2), falls statt (6.6) die Bedingung

¢l + 2y + 23, =1 (6.14)

verwendet wird.

Die praktische Beriicksichtigung der Bedingungen (6.6)
und (6.14) geschieht in Analogie zu der in den Abschnit-
ten 3 und 4 angewandten Vorgehensweise: Das Modell der
quasivermittelnden Beobachtungen wird, wie in [3] de-
monstriert, aufgestellt und um die linearisierte Bedin-
gungsgleichung (6.6) bzw. (6.14) erginzt, die in ihrem
Aufbau der Gleichung (2.11) entspricht.

Auch die Aussagen am Ende von Abschnitt 5 iiber die
Vorgehensweise beim Vorliegen von L1- und Minimax-
Zielfunktionen (Minimierung der Summe der Betrige
der Rechnungsverbesserungen V; bzw. Minimierung der
betragsméfig maximalen Rechnungsverbesserung V;) las-
sen sich auf das Problem der Bestimmung ausgleichender
Quadriken tiibertragen.

Allerdings entsprechen die genannten Zielfunktionen fiir
die Rechnungsverbesserungen jetzt im Gegensatz zur Be-
stimmung ausgleichender Geraden und Ebenen nicht
mehr exakt den entsprechenden Zielfunktionen fiir die or-
thogonalen Absténde zu den ausgleichenden Kurven bzw.

\ ' 4
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Flichen. Die Ubereinstimmung wird aber umso giinstiger
sein, je kleiner der durch die Linearisierung entstandene
Fehler ist, das heil3t, je kleiner die tatsdchlichen Fehler der
beobachteten Punkte im Verhiltnis zu den rdumlichen
Entfernungen sind, in denen sich die Kriimmung der aus-
gleichenden Kurve bzw. Fliche deutlich bemerkbar
macht.
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Abstract

Different approximations for straight line fit and
simple planes up to quadrics are investigated and
compared to each other from numerical exam-
ples. Orthogonal regression within Gaul-Markov
Models is extended from simple least squares to
other target functions.
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von Technik und Methoden

Zum 49. Mal fand in Stuttgart
die englischsprachige Photo-
grammetric Week statt und
gab Spezialisten aus ver-
schiedenen Lindern Gele-
genheit, sich iiber aktuelle
Erkenntnisse und Entwick-
lungen auszutauschen. Ex-
perten aus Deutschland,
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Frankreich, Osterreich, Au-
stralien, Arabien, Kanada,
der Schweiz und den USA re-
ferierten liber wichtige The-
men aus den Gebieten analo-
gue versus digital image data
collection, Distributed pho-
togrammetric data analysis
und 3D Visualisation and

animation. Thre Vortrige fin-
den sich gesammelt in dem
Band Photogrammetric
Week ’03, der mit bewihrter
Kompetenz von Dr.-Ing. Die-
ter Fritsch herausgegeben
wurde. Das Buch informiert
Wissenschaftler und Prakti-
ker iiber den aktuellen Stand

der Photogrammetrie und ist
daher nicht nur fiir Teilneh-
mer der Tagung von grolem
Interesse, sondern auch und
besonders fiir Fachleute, die
keine Gelegenheit hatten,
sie zu besuchen. ; y
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