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Modellselektion mittels Akaike-
Informationskriterium — Anwendung
in der Kongruenzanalyse

Model Selection via Akaike Information Criterion —
Application in Congruence Analysis

Michael Losler, Rudiger Lehmann, Cornelia Eschelbach

Hypothesentests zéhlen in der angewandten Ingenieurgeodasie zu den Standardwerkzeugen, um Parame-
ter auf Signifikanz zu priifen, AusreiBer im Beobachtungsmaterial zu finden oder Punktverdnderungen im
Rahmen einer Deformationsanalyse aufzudecken. Ziel des Hypothesentests ist es, statistisch begriindete
Entscheidungen zu treffen und sowohl direkt als auch indirekt das Ausgleichungsmodell zu optimieren,
z.B. durch Hinzufligen von Modellparametern oder durch Streichen von fehlerhaften Beobachtungen.
Dieses Abwégen zwischen Modellkandidaten wird in der Statistik als Modellselektion bezeichnet, wobei
das Modell zu wéhlen ist, welches den Messprozess optimal beschreibt und gleichzeitig eine addquate
Anzahl von Modellparametern enthélt. Das Akaike-Informationskriterium (AIC) ist eines der altesten und
bekanntesten Verfahren aus der Informationstheorie, um Modellkandidaten auf der Basis der Kullback-
Leibler-Divergenz untereinander zu bewerten. Dieser Beitrag gibt eine kurze Einflihrung in das AIC und
diskutiert dessen Einsatzmdglichkeiten in der Kongruenzanalyse anhand von zwei Fallbeispielen.

Schliisselworter: Informationskriterium, Modellselektion, AIC, Kongruenzanalyse, Ausgleichungsrechnung

In applied engineering geodesy, hypothesis testing is one of the standard tools to evaluate estimated
least-squares parameters, to detect outliers in observations, or to prove the stability of points in the
framework of deformation analysis. Based on the decision of the hypothesis test, the least-squares model
is optimized directly or indirectly, e.g. by adding additional parameters or by removing incorrect obser-
vations. In statistics, this approach is known as model selection, and its goal is to find a suitable model,
which is indicated by an adequate number of parameters and high rate of goodness-of-fit at the same
time. Based on information theory, one well-known method for model selection is the Akaike information
criterion (AIC). The AIC evaluates model candiaates via Kullback-Leibler divergence. This investigation
gives a short introduction to AIC and focuses on the usage of AIC technique in congruence analysis by
means of two case studies.

Keywords: Information theory, model selection, AIC, congruence analysis, least-squares adjustment

1 AKAIKE-INFORMATIONSKRITERIUM

Das Optimieren von Modellen ist eng verkniipft mit der Parameter- von einem wahren Modell 7 beschreibt die Kullback-Leibler-Diver-
schétzung und der Ausgleichungsrechnung. Ein optimiertes Modell genz die Information /(f, g), die verloren geht, wenn das wahre
soll dabei die Realitdt bestmdglich abbilden, aber gleichzeitig nur Modell f durch eine Approximation g beschrieben wird /Kullback &
eine minimale Anzahl von Modellparametern besitzen. Ausgehend Leibler 1951/, /Lehmann 1994/, /Claeskens & Hjort 2008, S. 24/
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_ f(1) ’
I(f,.g)= [f(I) Iog[g(l;e)]dl, (1)
worin I der Datenvektor und @ der Vektor der Modellparame-
ter sind, der neben den Modellkoeffizienten x ggf. auch den
unbekannten globalen Varianzfaktor o8 oder weitere Varianz- und
Kovarianzfaktoren enthélt.

Die Information /(f, g) wird héufig als Diskrepanz zwischen dem
wahren Modell und dessen Approximation interpretiert. /(f, g) = 0
entspricht somit f= g. Das Lésen von Gl. (7) wird durch Minimie-
rung von
min ! (.9) @
erreicht.

Die Kullback-Leibler-Divergenz I(f, g) lasst sich i.d.R. jedoch
nicht berechnen, da das wahre Modell f nicht bekannt ist. Akaike
entdeckte 1973 jedoch eine Beziehung zwischen der Kullback-
Leibler-Divergenz und der Maximum-Likelihood-Methode und lei-
tete aus dieser eine Schétzung von Gl. (2) und somit eine Methodik
zur Modellbewertung ab /Akaike 1974/, /delLeeuw 1992/.

AIC = —2log £ (6;1) + 2K. 3)

Hierin beschreiben @ und / den Parameter- und Beobachtungsvek-
tor, welche die Likelihood-Funktion £ maximieren, und K ist die
Anzahl der unbekannten Modellparameter 6. Da eine Erhéhung der
Modellparameter zwangslaufig zu einer besseren Anpassung flihren
wiirde, kann der zweite Term als Strafterm interpretiert werden, der
einer Uberparameterierung entgegenwirkt /Akaike 1974/,

Das Akaike-Informationskriterium (AIC) ist ein relatives MaB
zur Modellbewertung, sodass die Bestimmung des AIC flir einen
einzelnen Modellkandidaten keine Riickschlilisse zuldsst. Erst der
Vergleich von k Modellkandidaten ermdglicht eine Bewertung:

AlCyn = min AlC,. (4)

Das Modell, welches mit AlC., den kleinsten Wert besitzt, ist unter
den k bewerteten Modellen das zu bevorzugende Modell. Es hat
gleichzeitig eine adaquate Anzahl von Parametern und eine hohe
Anpassungsgiite.

Modelle mit einer groBen Anzahl von Parametern werden durch
Gl. (4) bevorzugt, wenn die Anzahl der Beobachtungen n im Ver-
gleich zur Anzahl der Modellparameter K zu gering ist. /Burnham &
Anderson 2002, S. 374 ff./ empfehlen daher die Verwendung einer
Bias-korrigierten Version

2K (K +1)
n—K-1

anstelle der direkten Anwendung von Gl. (3). Da der zusétzliche
Korrekturterm in Gl. (5) flir n>> K gegen null strebt und somit
Gl. (3) in Gl. (5) Ubergent, ist der Einsatz von AIC, grundsétzlich
vorzuziehen.

In der Geodasie wird das Informationskriterium zur Modellopti-
mierung bisher nur in wenigen Anwendungen eingesetzt, wie in der
GNSS-Zeitreinenanalyse /Luo et al. 2011/. /Lehmann 2014/ unter-
sucht die Eignung verschiedener Informationskriterien zur Optimie-
rung der Parameteranzahl im Kontext der Koordinatentransforma-
tion. /Flach & Naterop 1999/ setzen das AIC bei der Auswertung

AIC, = AIC + (5)
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automatisierter Tachymetermessungen ein, um den systematischen
Einfluss einer nichtreprésentativ erfassten Meteorologie zu mini-
mieren. /Lehmann 2015/ untersucht mdgliche Verteilungsfunk-
tionen von Beobachtungsfehlern mittels Informationskriterium. Die
Eignung des AIC zum Aufdecken kontaminierter Beobachtungen
untersuchen /Lehmann & Losler 2016/. Zur Validierung der Para-
meteranzahl bei der Bestimmung von Freiformfldchen untersuchen
/Harmening & Neuner 2014/ den Einsatz von Informationskriterien.
Um die optimale Anzahl von zusétzlichen Integrationsparametern
bei der Biindelausgleichung in der industriellen Messtechnik abzu-
schétzen, greifen /Losler etal. 2016/ auf das AIC zurlick. Im
Folgenden soll die Anwendung der Informationstheorie bei der
geometrischen Deformationsanalyse untersucht werden.

2 METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE
UND MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE

Werden, wie in der Geodésie tblich, normalverteilte Beobachtungen
I~N(Ax, Cy) unterstellt, so liefert die Schétzung der v Modellkoef-
fizienten x nach der Methode der kleinsten Quadrate (L2-Norm) im
GauB-Markov-Modell und nach der Maximum-Likelihood-Methode
bekanntermaBen dieselbe Losung /Koch 1999, S. 161/. Das funkti-
onale Modell des linearen bzw. linearisierten GauB-Markov-Modells
lautet

Ax=1+v ©)

mit der Koeffizientenmatrix A und dem Vektor der Beobachtungs-
verbesserungen v. Das stochastische Modell ist gegeben durch die
Kovarianzmatrix

C” = O'g P71, (7)

worin o der a priori Varianzfaktor und P die Gewichtsmatrix sind.
Der Losungsvektor in Gl. (6) ergibt sich unter Berticksichtigung von
Gl. (7)zu

X=(APA) ATPI=0Qyn, 8)

worin @y = (ATP A)_Wdie Kofaktormatrix der geschétzten Modell-
koeffizienten X und n = A"P 1 der Absolutgliedvektor sind. Die
L2-Schétzung flir den unverzerrten a posteriori Varianzfaktor ist
vVIPv

= 8]
n—u n—u

65 =

Die zu maximierende Likelihood-Funktion zur Bestimmung der
Modellparameter 6, welche neben den v Modellkoeffizienten x auch
einen Schatzwert fiir den Varianzfaktor o enthlt, ergibt sich zu

o\ viPv
L(6;1) = (2n5}) 2exp[— 22 ] (10)
bzw.

n n viPv
log £(0:1) = ——log(2%) — —log 72 — , 11
0g L(6;1) 2og(w) 510070 27 (11)

womit sich unter Berticksichtigung von v = Ax — 1 fir x die
L2-Losung nach Gl. (8) ergibt. Die Maximum-Likelihood-Schétzung
flr den a posteriori Varianzfaktor lautet hingegen
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v'Pv _ Q (12
n n

und stellt eine verzerrte Schitzung fiir o dar /Koch 1999, S. 162 ff./.

Das Akaike-Informationskriterium wird schlieBlich durch Substitution

von Gl. (77) in Gl. (5) erhalten:

ot =

A/CC—n[1+|og[¥]]+2K+

2K (K +1)
n—k—1"

worin K= u + 1 die Anzahl der Modellkoeffizienten v zuziiglich der
Schatzung fir of ist /Lehmann & Losler 2016/.

(13)

3 AUFSTELLEN VON MODELLKANDIDATEN

Die Modellbewertung mittels Akaike-Informationskriterium basiert
auf dem Vergleich der A/C;  von k Modellkandidaten. Im Folgen-
den soll davon ausgegangen werden, dass das Initialmodell die
geringste Anzahl von Modellparametern K besitzt und lediglich zu
prifen ist, ob das Hinzufigen von weiteren Modellparametern zu
einer signifikanten Verbesserung flihrt. Die Erweiterung des Initial-
modells (Gl. ((6)) lautet:

[4 8]

’f]:Ai+Bﬁ=/+v, (14)
v

worin B die zugétzliche Designmatrix des erweiterten funktionalen
Modells und V der Vektor der zusétzlichen Parameter sind. Das
resultierende Normalgleichungssystem ergibt sich zu

A'PA APB APl
B'PA B'PB||V| |B'PI
Liegt bereits eine initiale Losung fir Gl. (8) vor, so kdnnen die
Zusatzparameter und deren Unsicherheiten @ durch Anwen-
dung des GauBschen Eliminationsverfahren ohne das explizite

Losen von Gl. (75) direkt bestimmt werden /Jager etal. 2005,
S. 1851./, /Lehmann & Losler 2016/:

X

. (15)

ﬁ = —QﬁﬁBTPV,
Qpy = (BTP(P~' — AQuAT)PB) . (16)

Die Verbesserungsquadratsumme des erwgiterten Modells £2¢
reduziert sich durch das Hinzufligen von V' und ergibt sich zu
/Heck 1981/

e =0-V'0QLV. (17)

Das Aufstellen von potenziellen Modellkandidaten ist, da eine voll-
sténdige Invertierung des jeweils erweiterten GauB-Markov-Modells
(Gl. ((75)) fiir die Modellbewertung mittels A/C; nicht notwendig ist,
ressourcenschonend. Das Bilden der Inverse in Gl. (76) lasst sich
durch die partielle Uberlappung der k Designmatrizen B mittels
Blockmatrixinvertierung optimieren /Koch 1999, S. 33 f./.

4 KONGRUENZANALYSE

Zu den Kernaufgaben der Ingenieurgeodasie zéhlt das Priifen von
Verdnderungen an Objekten durch eine Deformationsanalyse.
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Haufig ist es ausreichend, Verdnderungen des Objektzustands zu
detektieren, ohne deren Ursache ndher zu analysieren. Die Defor-
mationsanalyse beschrénkt sich in diesem Fall auf einen reinen
geometrischen Vergleich epochaler Daten und wird als deskriptive
Kongruenzanalyse bezeichnet /Heunecke et al. 2013, Kap. 2.6.1/.

Die Bewertung méglicher Punktverschiebungen V ineinem epo-
chal beobachteten Netz erfolgt in der Geodésie (iblicherweise mit-
tels Hypothesentests. Die hierbei angewandte Vorgehensweise ent-
spricht einer Verallgemeinerung des sogenannten Data-Snoopings,
welche auf /Baarda 1968, S. 27 ff./ zurlickgeht und die Standard-
methode im Kontext der AusreiBersuche in geoddtischen Netzen ist.
Das klassische Data-Snooping modelliert hierbei nur eine einzelne
StorgroBe V' zum Aufdecken eines Beobachtungsfehlers und sieht
eine konsekutive Vorgehensweise beim Vorhandensein von meh-
reren kontaminierten Daten vor, die aus statistischer Sicht inexakt
ist. Eine angenommene Alternativhypothese impliziert, dass nur
eine einzelne kontaminierte Beobachtung im Datensatz vermutet
wird. Es ist paradox, die Entscheidung fiir diese Alternativhypo-
these im konsekutiven Test spater wieder zu verwerfen, aber die
Ergebnisse der Entscheidung zu akzeptieren. Auch im Kontext der
geometrischen Deformationsanalyse wird i.d.R. eine konsekutive
Einzelpunktanalyse propagiert, wenn mehrere deformierte Punkte
im Netz vorliegen. Eine rigorose Analyse miindet in einem multiplen
Test /Klein et al. 2016/, /Lehmann & Losler 2016/.

Aus Sicht der Modellbewertung lassen sich Punktverschiebungen
als eine unzureichende Parametrisierung im funktionalen Modell
interpretieren. Durch die Integration von zusatzlichen Modellkoeffi-
zienten zur Behebung der Modellstdrungen ldsst sich folglich das
funktionale Modell richtigstellen. Mittels Gl. (74) lassen sich ver-
schiedene Modellkandidaten formulieren, deren Anpassungsgiite
mit Gl. (73) zu bewerten ist.

Die Anzahl der zusatzlichen Modellkoeffizienten my,y ist begrenzt
durch den Grad der Uberbestimmung des Gleichungssystems.
Die Forderung nach n> u+ .y ist zwingend. Wenn im Vorfeld
nicht bekannt ist, ob und wie viele Modellstdrungen im funktiona-
len Modell vorliegen, sind alle mdglichen k Modellkandidaten zu
bewerten. Die mitunter hohe Anzahl an Modellkandidaten kann in
der Kongruenzanalyse héufig durch Vorinformationen oder -analy-
sen bezlglich stabiler Netzteile zugunsten der Laufzeit eingegrenzt
werden /Neitzel 2004, S. 109 ff./.

Sind in einem Uberwachungsnetz keine Punktverdnderungen
aufgetreten, so kdnnen die epochal erhobenen und ggf. zuvor berei-
nigten Daten in einer gemeinsamen Ausgleichung im Modell G. (6)
prozessiert werden /Losler et al. 2017/:

Xp ;
I,

v
V|

Xz1| =

+

Apq A 0
[PJ 21 (18)

AP,2 0 AZ,2

Hierin ist Ap die Designmatrix der gemeinsamen Punkte X, in bei-
den Epochen und A ist die Designmatrix der epochenspezifischen
Zusatzparameter X, wie Orientierungsunbekannte oder Parameter
zur Beriicksichtigung eines geédnderten Netzdesigns, die fiir die
eigentliche Kongruenzanalyse nicht von Bedeutung sind. Punkt-
verdnderungen zwischen den Epochen sind als ein unzureichend
formuliertes funktionales Modell zu interpretieren und durch Inte-
gration von Zusatzparametern V inden Beobachtungsgleichungen
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richtigzustellen. Die Erweiterung der Koeffizientenmat-

rix in Gl. (75) ergibt sich fiir den /-ten Punkt zu 300
0

B = [ A ] (19)
Fi2 250

worin Ap , die zum /-ten Punkt korrespondierenden
Koeffizienten der Designmatrix Ap, » der zweiten Epo-
che enthalt. Die Designmatrix B zur Beschreibung von 200
Veranderungen im /-ten und j-ten Punkt ergibt sich
analog und lautet

Hochwert X [m]
3

B, = 0 0 (20)
L AP,,Z AP,,2 '
Das so formulierte Kongruenzmodell wird auch als 100

Beobachtungsmethode bezeichnet, weil es zum einen
die origindren Beobachtungen bei der Modellbildung
in Gl. (78) verwendet und zum anderen die Deforma-
tionsparameter V direkt in den Beobachtungsglei-
chungen modelliert und auf zusétzliche Bedingungs-
gleichungen verzichtet /Jager etal. 2005, S. 276/,
/Losler et al. 2017/.

50

I ! I I I |

50 100 150 200 250 300
Rechtswert Y [m]

Abb. 1 | Plot der Netzkonfiguration des Deformationsnetzes: Wahrend blaue Dreiecke

4.1 Untersuchungsbeispiel 1:
Trilaterationsnetz

In /Neitzel 2004, S. 100 ff./ ist ein Deformationsnetz mit zehn
Punkten gegeben, welches an /Reinking 1994, S. 53 f./ angelehnt
ist. Es handelt sich um ein reines Trilaterationsnetz, flir das Daten
von zwei Messepochen vorliegen. Vorinformationen bezliglich eines
stabilen Subnetzes sind nicht gegeben. Die synthetischen Daten
sind so simuliert worden, dass nur die Punkte 7, 8 und 9 eine
kongruente Punktgruppe bilden. AusreiBer und MaBstabsunter-
schiede sind nicht vorhanden. Aufgrund der Netzkonfiguration, der
extremen Punktverdnderungen und dem hohen Anteil von 70 %
deformierter Punkte scheitern konsekutive Verfahren /Reinking
1994, S. 54/, /Neitzel 2004, S. 102/. Abb. 1 zeigt die Konfiguration
des Netzes. Zur besseren Visualisierung sind die stabilen Punkte 7,
8 und 9 hervorgehoben. Im Rahmen der Auswertung wurde diese
Information jedoch nicht berticksichtigt.

Mit den gegebenen Naherungskoordinaten der ersten Epoche
(vgl. Tab. 7), wird gemaB Gl. (78) eine gemeinsame Ausgleichung
beider Epochen durchgefiihrt. Da die Normalgleichungsmatrix einen
Rangdefekt von d = 3 aufweist, wird eine freie Netzausgleichung
mit Gesamtspurminimierung durchgefiihrt. Die hierbei geschétzten
Koordinaten sind in 7ab. 7 zusammengefasst.

Da a priori keine Eingrenzung bezliglich stabiler Punkte getroffen
wurde, kann die Anzahl moglicher Modellkandidaten durch Kombi-
natorik abgeschatzt werden:

kmax = :’Zm:a:; [I':I] (21)

Fiir zehn Punkte mit jeweils zwei Koor-
dinatenkomponenten betrdgt p =20.

deformierte Objektpunkte symbolisieren, sind die nichtdeformierten Referenzpunkte durch
rote Vierecke dargestellt

Horizontalnetz drei Koordinatenkomponenten nétig sind, betragt
Mmax =17 und es ergeben sich Ky = 1048365 Modell-
kandidaten. Werden jedoch nur Modellkandidaten zugelassen, bei
denen ausschlieBlich p = 10 Punkte mit vollstdndigem Koordinaten-
paar auftreten, reduziert sich die Anzahl auf lediglich K= 1013.

Yoinm Xoinm Yinm Xinm
220,0 220,0 220,5557 219,1534
20,0 220,0 20,8272 219,6281
220,0 20,0 220,3895 19,1166
20,0 20,0 19,5702 21,0740
70,0 70,0 70,0911 70,3486
140,0 140,0 140,3973 139,8154
225,0 220,0 224,6300 220,4108
275,0 240,0 274,3881 240,9295
200,0 300,0 198,7606 300,1682
240,0 240,0 240,3904 239,3555

Tab. 1 | Naherungskoordinaten der 1. Epoche /Neitzel 2004, S. 100/ und
Resultate der gemeinsamen Ausgleichung beider Messepochen

Da fir eine eindeutige Datumsfestle-
gung in einem maBstabsbestimmten
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Tab. 2 | Gegeniiberstellung des jeweils kleinsten A/C in Relation zur Anzahl der zusatzlichen
Deformationsparameter m der Kongruenzanalyse
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Tab. 3 | Simulierte Punktveranderung v der Objektpunkte /Reinking 1994,
S. 53/ und geschatzte Punktverschiebungen V7 im Deformationsnetz

Hierbei erfolgt die Datumsfestlegung durch zwei Punkte, sodass
Mmay = 8 betragt.

In Tab. 2 sind die nach GI. (73) ermittelten minimalen AIC,
in Abh&ngigkeit von der Anzahl der modellierten Deformations-
parameter m dargestellt. Die fir den Strafterm in Gl. (3) bzw.
Gl. (5) notwendige Anzahl von Modellparametern wurde um den
Defekt der Normalgleichung auf K= v+ 1 — d reduziert, da jede
Nebenbedingung die Anzahl der effektiv schatzbaren Modellpa-
rameter um eins reduziert. Das minimale A/C,, welches von allen
getesteten k Modellkandidaten das optimale Modell darstellt, ergibt
sich flir m = 14 und identifiziert die Punkte 7, 8 und 9 als kongru-
ent. Die geschétzten Deformationen der (ibrigen sieben Punkte
ergeben sich mittels Gl. (76) und sind in Tab. 3 den simulierten
Punktverschiebungen vd gegenlibergestellt.

Trotz dieser recht groBen bzw. eindeutigen Punktverschiebungen
von zum Teil dber 5 m konnen die deformierten Punkte mit einer
konsekutiven Einzelpunktanalyse nicht aufgedeckt werden. Das
AIC, identifiziert im Rahmen der Deformationsanalyse die kon-
gruente Punktgruppe korrekt. Auch die GroBen der geschatzten
Punktverdnderungen entsprechen den in /Reinking 1994, S. 53/
gegebenen Deformationen.

4.2 Untersuchungsbeispiel 2: Mehrepochen-
auswertung eines Deformationsnetzes

Im vorherigen Beispiel wurde das A/C, zum Aufdecken von Defor-
mationen in einem Trilaterationsnetz erfolgreich demonstriert. Die
auftretenden Punktverschiebungen sind jedoch untypisch gro und
sollten in Realnetzen nur &uBerst selten vorkommen. Im Folgenden
soll daher die Eignung des AIC, zum Aufdecken kleiner Punktde-
formationen néher untersucht werden. Fir diese Untersuchung
empfiehlt sich ein Netz, fir welches Datensétze von mehreren
Epochen vorliegen und das Punktverschiebungen aufweist, die sich
als Funktion der Zeit tdarstellen lassen.

In /Caspary & Welsch 1979, S. 3/ findet sich ein Deformati-
onsnetz, welches an das Design des Uberwachungsnetzes der
Montsalvens-Staumauer angelehnt ist. Das Netz besteht aus vier
Referenzpunkten (Punkte 1 bis 4) und finf Sicherungspunkten
(Punkte 5 bis 9) sowie weiteren flinf Objektpunkten auf der Damm-
krone (Punkte 10 bis 14), siehe Abb. 2. In Tab. 4 sind die regist-
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1 R 87,845 91,886 0,0 0,0
2 R 100,000 | 100,000 0,0 0,0
3 R 136,550 98,761 0,0 0,0
4 R 157,513 85,848 0,5 0,9
5 S 184,216 63,072 0,0 0,0
6 S 116,160 69,230 0,0 0,0
7 S 90,040 79,359 0,0 0,0
8 S 69,613 97,578 0,0 0,0
9 S 155,825 | 100,000 0,0 0,0
10 0 79,220 97,388 -1,0 -1,0
11 0 93,304 | 118,192 -2,0 4,0
12 0 116,817 | 128,481 -1,0 6,0
13 0 140,714 | 122,172 0,0 3,0
14 0 158,279 | 103,454 -1,0 -1,0

Tab. 4 | Abgeleitete Naherungskoordinaten der Referenzpunkte (R),
Sicherungspunkte (S) und Objektpunkte (0) des Uberwachungsnetzes sowie
die auftretenden Verschiebungsbetrdge V.. der Punkte /Caspary & Welsch
1979,S.3/

rierten Punktverschiebungen fiir die Objektpunkte und den Refe-
renzpunkt 4 angegeben. Néherungskoordinaten der Netzpunkte
sind in /Caspary & Welsch 1979, S. 3/ nicht publiziert, sodass diese
anhand der gegebenen Grafik rekonstruiert wurden (vgl. Tab. 4).
Das Messkonzept sieht eine kombinierte Erfassung von Richtun-
gen und horizontalen Strecken vor, wobei Streckenmessungen nur
zwischen den vier Referenzpunkten ausgefiihrt werden /Caspary &
Welsch 1979, S. 84 ff./. Um das AlC, hinsichtlich der Sensitivitat
bezliglich Kkleiner Punktdeformationen zu untersuchen, wird von
einem kontinuierlichen (linearen) Deformationsverhalten der Punkte
ausgegangen. Die in Tab. 4 angegebenen Verschiebungen Wy
entsprechen dabei den Deformationen zwischen der Nullepoche
und der letzten Kontrollepoche. Die Punktverschiebungen moglicher
Zwischenepochen ergeben sich durch lineare Interpolation in
Abhangigkeit vom zeitlichen Abstand t zur Nullepoche mittels

- b
Vi="—Via (22)

tmax
wobei £ = 10 hier die letzte Messepoche reprasentieren soll. Fiir
t > 0 liegen demnach Punktverschiebungen vor.

Zur Bewertung des AIC, beim Aufdecken von Punktdefor-
mationen kann auf Prinzipien zur Planung und Optimierung von
Uberwachungsnetzen zuriickgegriffen werden /Jager et al. 2005,
S. 284 1f./. Durch die Vorgabe der Koordinaten der Netzpunkte, des
Beobachtungsplans und der Beobachtungsgenauigkeiten liegt das
Netzdesign a priori auch ohne konkrete Messdaten vor. Die Koeffi-
zientenmatrizen A und B in Gl. (75) kénnen somit aufgestellt und
0y berechnet werden. Zur Bewertung einer Modellstorung V7
lasst sich die F-verteilte Teststatistik formulieren:
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\vall N v4 Vo,y in mm Vo,x in mm
—YY _~ m,oo| 10 (23)

Wor'vffii@% der a priori Varianzfaktor und m = 2 im Lagenetz sind 016 030 33
/Lehmann & Lésler 2016/. Ist diese Teststatistik groBer als das 0,18 -0,18 1.8
F-Quantil, so ist die Nullhypothese in Gl. (23) zugunsten der Alter- -0,41 0,81 2,0
nativhypothese zu verwerfen und V' weicht signifikant vom Erwar- ~0,15 087 15
tungswert EiV} = p ab. Die Teststatistik der Alternativhypothese 0.00 0.96 32
folgt mit E{V'} = V= 0 der nichtzentralen F,-Verteilung mit dem

Nichtzentralitdtsparameter ~0.38 ~0,38 38

=T -1 Tab.5 | Minimal aufdeckbare Modellstorung V7 fiir die deformierten

A\ . (24) Punkte und Zeitpunkt £, fiir den der Grenzwert V7 erreicht wird

a9

Der wahre Wert der Modellstérung V7 ist i.d.R. nicht bekannt Mit den in Tab. 4 gegebenen Punktdeformationen liegen die

/Pelzer 1971, S. 56 ff/. Verschiebungsrichtungen fest, sodass zur eindeutigen Bestimmung
Durch die Festlegung einer Irrtumswahrscheinlichkeit «v flir den der minimal aufdeckbaren Modellstérung V7 zusatzlich

Fehler 1. Art und einer Spezifizierung flr den Nichtzentralitatspa- V'Y,

rameter X\, welcher sich direkt aus der GroBe einer Modellstérung W =1 (26)

(Gl. (24)) ergibt, lieBe sich die Wahrscheinlichkeit 3 fiir den Fehler
2. Art berechnen /Hahn et al. 1989/, Aufgrund der funktionalen gefordert werden kann (vgl. auch /Losler et al. 2017/).

Abhangigkeit zwischen «, 8 und X ldsst sich durch Vorgabe Fir « =1% und =20 % ergibt sich der Nichtzentralitits-
von « und (3 auf den Nichtzentralitdtsparameter zuriickschlieBen parameter zu A(«, (3, 2) = 13,88. Die mittels Gl. (25) abgeleite-
/Hahn et al. 1989/, /Aydin & Demirel 2004/ ten minimal aufdeckbaren Modellstorungen V74 sind in Tab. 5
vIQ.L v, zusammengefasst, wobei von einer Standardabweichung fiir die

Aa, B,m) = —¥F—. (25) Richtungs- bzw. Streckenmessung von 0,3 mgon bzw. 0,2 mm
90 ausgegangen wurde /Caspary & Welsch 1979/. Mittels Gl. (22)

Eine Modellstérung V7, kann somit quantifiziert werden, die mit und den Modellstérungen in Tab. 4 lasst sich somit der Zeitpunkt
diesem Test gerade noch aufdeckbar wdre /Heck 1983/, /Koch ly bestimmen, fir den die jeweilige Punktverschiebung den Grenz-
2015/. Die Bestimmung von V7 mittels Gl. (25) ist flir m > 1 wert V7 der Aufdeckbarkeit erreicht.
mehrdeutig und kann ohne Zusatzbedingung nicht aufgeldst wer- Die Zeitpunkte werden aufgrund der unterschiedlichen Qg
den. Ubliche Werte fir den Fehler 1. und 2. Art sind = 0,1 %, und der differierenden Verschiebungsbetrdge WV nicht gleichzeitig
a=1%bzw.a=5%und 5=10%, 8=20% bzw. 3=30% erreicht. Wahrend flr den Punkt 12, der mit 6,1 mm die groBte
/Baarda 1968/, /Hahn et al. 1989/. absolute Verschiebung besitzt, bereits fiir fo = 1,5 der Grenzwert
erreicht wird, ergibt sich dies flir den Punkt 14 erst bei t, = 3,8. Zu

beachten ist, dass fy nach Gl. (25) vom
Nichtzentralitdtsparameter und somit von
der Wahl fir o und 3 abhéngt. Eine Ver-
ringerung der Irrtumswahrscheinlichkeit
« bei gleichbleibender Teststarke (1 — )
fuhrt beispeilsweise zu einer VergroBerung
des Nichtzentralitdtsparameters A bzw.
der minimal aufdeckbaren Modellstérung
V%, sodass nach Gl. (22) die Zeitspanne,
die zur Erreichung dieses Grenzwerts ver-
streichen muss, ansteigt.

Fir die Analyse werden daher Zeitpunk-
te

75 T =0 1152253354510

o
=}
T

Hochwertwert X [m]

B Aeeenmunke ... gewahlt, die in der Néhe der pradizier-
A Sichenungspunide A ten Zeitpunkte liegen. Fir alle Zeitpunkte
O e ‘ ‘ ‘ J werden die Punktverschiebungen nach
75 100 126 150 175 Gl. (22) bestimmt und anhand des vorge-
Rechtswert Y ] geben Beobachtungsplans die fehlerfreien

Abb. 2 | Design des Uberwachungsnetzes: Referenzpunkte, von denen aus terrestrische Beobachtungen Richtungs- und Streckenbeobachtungen
durchgefiihrt wurden, sind durch rote Vierecke dargestellt. Sicherungspunkte sind blaue Dreiecke und zusammen mit den Beobachtungen der
Objektpunkte auf der Dammkrone werden durch griine Punkte symbolisiert. Nullepoche bestimmt. Alle Beobachtun-
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Abb. 3 | Relative Haufigkeiten der mittels AIC, identifizierten instabilen Punkte in Abhdngigkeit des Epochenzeitpunkts. Fiir jeden Zeitpunkt { wurden 1000
Wiederholungen mit jeweils 16 368 Modellkandidaten beriicksichtigt

gen werden mit einem normalverteilten Rauschen mit einer Stan-
dardabweichung von 0,3 mgon fiir Richtungsbeobachtungen bzw.
0,2 mm fiir Streckenmessungen versehen. Fiir jede Kombination
aus Null- und Zwischenepoche sind Kpa = 16 368 Modellkandida-
ten mittels A/C, zu bewerten. Hierbei werden wiederum nur Modelle
berticksichtigt, die ausschlieBlich vollstindige Koordinatenpaare
aufweisen. Von allen untersuchten Modellkandidaten ldsst sich
das optimale Modell anhand des minimalen A/C, identifizieren. Um
den Einfluss eines zuféllig gewéhiten Beobachtungsvektors auf die
Ergebnisse zu minimieren, wird jede Kombination aus Null- und
Zwischenepoche 1000-mal wiederholt. Fir jedes Sample dieser
Monte-Carlo-Simulation erfolgt die vollstdndige Bewertung aller

M. Losler, R. Lehmann, C. Eschelbach — Modellselektion mittels Akaike-Informationskriterium —

Anwendung in der Kongruenzanalyse

k =16368 Modellkandidaten mittels A/C, entsprechend Gl. (4).
Die hierbei als instabil klassifizierten Punkte wurden gespeichert.
Abb. 3 stellt die Ergebnisse der einzelnen Epochenausgleichun-
gen in zehn Histogrammen dar. Fir =0 wurden Datensatze
simuliert, bei denen keine Punktverschiebungen vorliegen. Die
falschlich aufgedeckten Punktverschiebungen sind demnach allein
auf die simulierten Messabweichungen zurtickzufthren. Fir t = 1,5
ist ein leichter Anstieg fir den Punkt 1 zu erkennen, der in den
tibrigen Epochen wieder abflacht. Fiir den Punkt 1 werden nach
Tab. 4 keine Punktverschiebungen simuliert. Die Ursache fir das
Anzeigen dieses Punkts liegt im Netzdesign und der Nahe zum
deformierten Punkt 10. Wie in Abb. 2 zu erkennen ist, werden
die Objektpunkte nur durch Richtungsmessungen beobachtet. Der
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Punkt 10 verschiebt sich gleichméBig in Rechts- und Hochwert.
Richtungsmessungen von den Referenzpunkten 2, 3 und 4 sind
jedoch aufgrund der schleifenden Schnitte nicht geeignet, klei-
ne Deformation im Rechtswert dieses Objektpunkts 10 zuverlds-
sig abzubilden, sodass die Messungen vom Referenzpunkt 1 bei
kleinen Deformationsbetrdgen nur ungeniigend durch die Gbrigen
Messungen gestltzt werden, die unter Umstanden zu Fehlentschei-
dungen flhren.

ErwartungsgemaB zeigen sich im Lauf der Zeit ¢ die tatséchlich
verschobenen Punkte deutlicher. Vergleicht man in Abb. 3 die
Identifikationsquote der einzelnen Punkte in Abhéngigkeit von ¢ mit
den prédizierten Werten fy in Tab. 5, so zeigt sich eine sehr hohe
Ubereinstimmung. Fiir ¢ = 3,5 liegt die Identifikationsquote fiir alle
deformierten Punkte zum Teil deutlich dber 75 %. Fiir £ > 5 werden
praktisch alle deformierten Punkte korrekt identifiziert, was den
halben Verschiebungsbetrdgen in Tab. 4 entspricht.

Das AlC, ist ein relatives MaB und bewertet nur Modelle, die bei
der Untersuchung auch mit einbezogen wurden. Das ausgewiesene
optimale Modell besitzt daher nur gegentiber den getesteten Model-
len eine hohe Anpassungsgiite bei gleichzeitig addquater Parame-
teranzahl. Ein Riickschluss auf ein moglicherweise besser optimier-
tes Modell ist aus der GroBe des A/C; nicht mdglich. Im Rahmen
einer Kongruenzanalyse sind Blockverschiebungen oder Verfor-
mungen von Teilnetzen denkbar /Heunecke et al. 2013, Kap. 11.4/.
Gegeniber einer Modellierung mit individueller Punktverschiebung
lasst sich in einem Netz, welches beispielsweise eine Blockver-
schiebung in einem Teilnetz aufweist, das Deformationsverhalten
mit einer deutlich geringeren Anzahl von Parametern beschreiben.
Die Berticksichtigung dieser spezifischen Modelle erscheint jedoch
nur sinnvoll, wenn eine Voranalyse konkrete Indizien liefert, wie bei-
spielsweise gleichgerichtete Punktverschiebungen. Betrachtet man
die Verschiebungsrichtung des Punkts 13 in Tab. 4 bzw. Tab. 5,
S0 liegt ausschlieBlich eine Veranderung in X-Richtung flr diesen
Punkt vor. Da bei den Modellkandidaten a priori Einzelkoordina-
tenkomponentenverschiebungen ausgeschlossen wurden, ist das
wahre Modell nicht bewertet worden. Die geschétzten Deformatio-
nen nach Gl. (76) liefern hier jedoch den Indikator, diesem Umstand
in einer weiteren Analyse Rechnung zu tragen.

5 ZUSAMMENFASSUNG

In der Geoddasie erfolgt die Selektion von Ausgleichungsmodellen
liblicherweise mittels Hypothesentests. In der Informationstheorie
sind verschiedene Informationskriterien zur Modellbewertung ent-
wickelt worden. Eines der dltesten ist das hier vorgestellte Akaike-
Informationskriterium (AIC), welches aus einer Anzahl gegebener
Modellkandidaten das optimale Model auswéhit. Dieses ausge-
wahlte Modell zeichnet sich durch eine hohe Anpassungsgiite aus
und besitzt gleichzeitig eine addquate Anzahl von Modellparame-
tern. Bisher existieren nur wenige Applikationen in der Geodasie,
die das AIC einsetzen.

In diesem Beitrag wurde der Einsatz des AIC fiir Fragestellungen
in der geometrischen Deformationsanalyse diskutiert. Nach einer
kurzen Einfihrung wurde das Informationskriterium an einem syn-
thetischen Trilaterationsnetz demonstriert. Bedingt durch die
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extremen Punktveranderungen und dem hohen Anteil an deformier-
ten Punkten scheitern Ubliche konsekutive Verfahren beim Auf-
decken der Stabilpunktgruppe in diesem Netz. Die Eignung des AIC
in der Kongruenzanalyse zum Aufdecken kleiner Punktdeformatio-
nen wurde anhand eines weiteren Datensatzes evaluiert, flr den
lineare Punktverschiebungen simuliert wurden. Als Bewertungs-
maBstab wurden Verfahren aus der Netzplanung und -optimierung
herangezogen. Die Analyse zeigt, dass das AIC die pradizierten
Punktverschiebungen der Netzplanung aufdeckt, auch wenn sich
das wahre Modell nicht unter den Modellkandidaten befindet.

Der Einsatz des Informationskriteriums besitzt gegeniiber dem
multiplen Hypothesentest zwei wesentliche Vorteile. Zum einen
entféllt die subjektive Festlegung eines Grenzwerts beispielsweise
in Form einer Irrtumswahrscheinlichkeit . Zum anderen sind die
Hypothesen beim multiplen Test i.d.R. nicht unabhéingig von-
einander. Die strenge Behandlung dieser Korrelationen zur Ablei-
tung der kritischen Werte wiirde eine multidimensionale numeri-
sche Integration erfordern und wird daher haufig vernachlassigt
/Lehmann 2012/. Das Informationskriterium bewertet hingegen die
Modellkandidaten auf der Basis der Kullback-Leibler-Divergenz
mittels Gl. (4) und bietet eine Alternative zum Hypothesentest bei
der Modelloptimierung. Der Rechenaufwand beider Verfahren ist
vergleichbar, da fiir jeden Modellkandidaten die Parameterschat-
zung zu berechnen ist.
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