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Restklaffenverteilung mit
der Natural-Neighbour-

Jochen Hettwer und
Wilhelm Benning, Aachen

Der Beitrag beschreibt, wie die Nachteile einer
Restklaffenverteilung mit der abstandsgewich-
teten Interpolation durch den Einsatz der
Natural-Neighbour-Interpolation vermieden
werden konnen.

1 Die abhstandsgewichtete Interpolation

Die abstandsgewichtete Interpolation wird hiufig zur
Verteilung der bei einer tiberstimmten Transformation
auftretenden Restklaffen eingesetzt. Die Grundidee des
Verfahrens besteht darin, eine an der Stelle
x = (y, x)" zu interpolierende Restklaffe z(x) als ge-
wichtetes Mittel der Restklaffen z; in den Sollpunkten
(den Stiitzpunkten im Sinne der Interpolationstheorie)
zu bestimmen:

> %z

20 =5 (1)
> %

i=1

s bezeichnet hier die Anzahl der Stiitzpunkte. Zur Fest-
legung der Gewichte o; wird eine Funktion w(d;) ange-
setzt, die das Gewicht o; der Restklaffe eines Stiitzpunk-
tes P; in Abhéngigkeit der Entfernung

d; = di(x) =/ (x — )" (x = x;) 2)

zwischen dem Stiitzpunkt und der Interpolationsstelle x
festlegt. Damit der Ansatz (1) interpoliert, muss
w(d;) — oo gelten, wenn d; — 0 geht. Fiir wachsende
d; muss w(d;) gegen null streben, um den Einfluss
weit entfernt liegender Stiitzpunkte zu begrenzen. Hiufig
wird eine Hyperbelfunktion der Form

w(dy) = d;* ©)

verwendet, die genau diese Eigenschaften aufweist. Fiir
den Exponenten k empfiehlt sich nach BEucHLE (1981)
die Festsetzung k = 1.5.

Die abstandsgewichtete Interpolation kann durch die
Verwendung normierter Gewichte

o= = Sw(df) S i=1,..s (4)
Yoo yow(di)
k=1 k=1

in die allgemeine Gewichtsfunktionsdarstellung

N

7(x) = Z %(x)zi (5)

i=1
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Abb. 1: Beispiel von OVERHOFF

tiberfiihrt werden: Die Gewichte &; = &;(x), die wegen
ihrer Abhédngigkeit von den Entfernungen d; Ortsfunktio-
nen von x sind, konnen in dieser Darstellung als Ge-
wichtsfunktionen betrachtet werden, die den Einfluss
der jeweiligen Restklaffe z; auf das Interpolationsergeb-
nis an der Stelle x angeben.

Die abstandsgewichtete Interpolation weist Eigenschaf-
ten auf, die fiir eine Restklaffenverteilung gefordert wer-
den. Ein Interpolationswert z(x) liegt immer zwischen
der minimalen und der maximalen gegebenen Restklaffe:
Zmin < 2(X) < Zmax. Uberschwingeffekte mit z(x) > Zmax
oder z(X) < zZmin kOnnen bei dieser Methode im Gegen-
satz zu vielen anderen Interpolationsmethoden nicht ent-
stehen. Hervorzuheben ist auch, dass die abstandsge-
wichtete Methode ein fiir die Aufgabe der Restklaffen-
verteilung geeignetes Extrapolationsverhalten aufweist:
Je weiter eine Interpolationsstelle x von den Stiitzpunk-
ten entfernt liegt, desto geringer sind die Unterschiede
zwischen den einzelnen Stiitzpunktgewichten. Dieser Ef-
fekt fiihrt dazu, dass sich die Interpolationswerte bei stei-
gender Entfernung von den Stiitzpunkten immer mehr
dem Mittel der Stiitzwerte annéhern.

Einige Eigenschaften der abstandsgewichteten Interpola-
tion sind jedoch fiir eine Restklaffenverteilung storend.
OVERHOFF (1981) zeigt am Beispiel der Abb. 1 zwei ne-
gative Effekte. In diesem Beispiel sind sechs Stiitzpunkte
P, bis Pg mit gegebenen (eindimensionalen) Restklaffen
auf einem Kreis angeordnet. Die Punkte P, bis Pg sind
dabei eng benachbart, der Punkt P; liegt ihnen gegen-
iiber. Fiir den Punkt P, der sich im Mittelpunkt des Krei-
ses befindet, soll eine Restklaffe interpoliert werden.
OVERHOFF gibt keinen Radius fiir den Kreis an, sondern
nur Richtungen von Pg zu den iibrigen Punkten. Nimmt
man der Einfachheit halber einen Einheitskreis um den
Ursprung und ein geoditisches Koordinatensystem an,
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Tab. 1: Zahlenwerte fiir das Beispiel von OVERHOFF

Punkt y X Zi
P, 0.000 — 1.000 — 10
P, —0.454 0.891 6
Ps —0.309 0.951 12
Py 0.000 1.000 14
Ps 0.309 0.951 13
Pg 0.383 0.924 8
P 0.000 0.000 ?

erhilt man die in Tabelle 1 aufgefiihrten Koordinaten.

Zusitzlich sind die von OVERHOFF angegebenen Restklaf-

fen z; aufgefiihrt.

Tragt man die interpolierten Restklaffen tiber der xy-Ebe-

ne auf, erhilt man eine grafische Darstellung der mit der

abstandsgewichteten Methode erzeugten Interpolations-

funktion (Abb. 2). Als Exponent wurde hierbei k = 1.5

verwendet. Aus Abb. 2 kann abgeleitet werden:

1. Die Haufung der Stiitzpunkte P, bis Py fiihrt in groflen
Teilen des Interpolationsgebietes zu einer Anhebung
der Interpolationsflidche. Dies wird auch am Interpola-
tionswert fiir den Punkt Pg deutlich, fiir den sich 6.83
ergibt, was angesichts der Lage der Stiitzpunkte und
der Restklaffen aus Tabelle 1 nicht gerechtfertigt er-
scheint.

2. Zwischen den Stiitzpunkten P, bis Py treten uner-
wiinschte Durchhéngeeffekte auf.

Zum ersten Aspekt ist zu bemerken, dass die Punkte P,

bis Pg sich in ihrem Einfluss auf das Interpolationsergeb-

nis gegenseitig verstirken. Auf einen Interpolations-
punkt wirken fiinf Stiitzpunkte mit positiven Restklaffen
und nur einer (der Punkt P;) mit einer negativen Rest-
klaffe. Die Gewichte beriicksichtigen nicht die Lage
der Stiitzpunkte zueinander und kénnen deshalb diesem

Effekt nicht entgegenwirken. Héu-

fungen von Stiitzpunkten mit dhnli-

chen Restklaffen haben daher bei

der abstandsgewichteten Interpola-

tion einen iiberproportional starken

Einfluss.

Die Durchhingeeffekte sind auf die

Eigenschaft dieses Interpolations-

verfahrens zuriickzufiihren, bei stei-

gendem Abstand vom néchstgelege-

nen Stiitzpunkt Interpolationswerte

zu liefern, die sich immer mehr

dem Mittelwert der Stiitzwerte an-

nihern. Eine Begrenzung des Wir-

kungsbereiches der Stiitzpunkte

auf einen bestimmten Radius um

den jeweiligen Stiitzpunkt herum

16st dieses Problem nicht, weil nur

diejenigen Stiitzpunkte von der In-

terpolation ausgeschlossen werden,

die ohnehin ein sehr kleines Ge-

wicht besitzen und somit das Ergeb-

nis nicht wesentlich beeinflussen.
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Abb. 2: Mit der abstandsgewichteten Methode berechnete
Interpolationsfunktion

Bei einem zu klein gewéhlten Radius konnen Bereiche
entstehen, fiir die kein einziger Stiitzpunkt verfiigbar
und somit keine Interpolation moglich ist. AuBerdem tre-
ten durch die Einfiihrung von Wirkungsradien kleinere
Unstetigkeitsstellen in der Interpolationsfunktion auf.

2 Strategien zur Vermeidung unerwiinschter
Inter-polationsergebnisse

Die dargestellten unerwiinschten Effekte treten nur bei
speziellen Anordnungen der Stiitzpunkte auf. Zu ihrer
Vermeidung konnte man daher durch konstruktive Selek-
tion nur gleichmifig verteilte Stiitzpunkte zulassen. Die-
ser Ansatz ist allerdings wenig praxisgerecht, sodass er
hier nicht weiter verfolgt wird.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Gewichte so
zu modifizieren, dass sie sensitiv auf unterschiedliche
Anordnungen der Stiitzpunkte reagieren. Ansétze in die-
ser Richtung wurden von OvERHOFF entwickelt und beru-
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Abb. 3: Voronoi-Diagramm

hen im Wesentlichen auf der Kombination von Abstands-
und Winkelgewichten (vgl. OvERHOFF 1981, OVERHOFF
und ScHwarTtz 1983, OVERHOFF 1984). Diese Verfahren
sind jedoch sehr rechenaufwindig und erzeugen kleinere
Unstetigkeitsstellen, die im Sinne einer nachbarschafts-
treuen Restklaffenverteilung nicht erwiinscht sind. Des-
halb soll hier ein anderer Weg beschritten werden. Zu
diesem Zweck werden zunichst die Konzepte des Vo-
ronoi-Diagramms und der Sibson-Koordinaten vorge-
stellt.

3 Voronoi-Diagramm und Sibson-Koordinaten

Gegeben sei eine Menge M von Punkten P; in einer Ebe-
ne mit den Punktkoordinaten x; € IR?. Das diesen Punk-
ten zugeordnete Voronoi-Diagramm unterteilt die Ebene
derart, dass einem Punkt P; der Bereich der Ebene zuge-
ordnet wird, der ndher an P; als an jedem anderen Punkt
aus M liegt (Abb. 3). Der einem Punkt zugeordnete Be-
reich wird dann als Voronoi-Zelle von P; bezeichnet. For-
mal lasst sich die Voronoi-Zelle T; eines Punktes P; fol-
gendermallen charakterisieren (GReeN und SiBsoN 1977,
SiBsoN 1980):

T, = {x € R : [x — x| < [Ix — xe[[vk # i} (6)

Alle Voronoi-Zellen sind konvexe Polygone. Die Grenze
zwischen den Voronoi-Zellen zweier benachbarter
Punkte P; und P; wird durch die Mittelsenkrechte ihrer
Verbindungsgeraden gebildet. Die Punkte auf der Grenze
haben von beiden Punkten denselben Abstand. Die im
Voronoi-Diagramm auftretenden Knoten sind die geome-
trischen Orte derjenigen Punkte, die von mindestens drei
Punkten aus M gleich weit entfernt sind. Voronoi-Zellen
im Innenbereich von M sind geschlossen. Die Zellen der-
jenigen Punkte aus M, die auf der konvexen Hiille (dem
duBeren Rand) von M liegen, sind jedoch nach auen hin
offen, weil der Bereich der Punkte, der ndher an einem
Randpunkt P; als an jedem anderen Punkt aus M liegt,
nach auflen hin nicht begrenzt ist (Abb.3). Das Vo-
ronoi-Diagramm ist eng verwandt mit der Delaunay-Tri-
angulation der Punktmenge M und kann aus dieser ab-
geleitet werden (AURENHAMMER 1991, BENNING 1995).
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Abb. 4: Voronoi-Zellen zweiter Ordnung und Natural
Neighbours

Das Konzept der Voronoi-Zelle kann erweitert werden
auf das Konzept der Voronoi-Zelle zweiter Ordnung.
Dazu betrachte man Abb. 4. Es ist wieder das Voronoi-
Diagramm aus Abb. 3 dargestellt. Der nicht ausgefiillte
Punkt, der im Folgenden mit P, bezeichnet werden
soll, wurde nachtriglich zur Menge M hinzugefiigt.
Man erkennt, dass seine — nachtriaglich konstruierte —
Voronoi-Zelle in vier Bereiche unterteilt ist, die als Vo-
ronoi-Zellen zweiter Ordnung bezeichnet werden. Eine
der vier Zellen ist in der Abbildung grau eingefirbt.
Fiir die Punkte innerhalb einer solchen Zelle gilt, dass
der Punkt P, ihr nichster Punkt aus M und der entspre-
chende Nachbar auflerhalb der Zelle ihr zweitnédchster
Punkt aus M ist. Eine Voronoi-Zelle zweiter Ordnung
T;; ldsst sich daher allgemein folgendermalBen charakte-
risieren (SUKUMAR 1998):

Ty ={x € R*: |lx = xif| < [lx —x;ll < llx = x[|Vk # i, j}

(7)
Der Index i bezeichnet hier den zu den Punkten der Zelle
nidchsten Punkt aus M, der Index j den zweitndchsten
Punkt aus M. Zur Unterscheidung von einer Voronoi-Zel-
le zweiter Ordnung aus (7) wird die Voronoi-Zelle aus (6)
auch als Voronoi-Zelle erster Ordnung bezeichnet.
Eine Zelle T;; ist nur dann nicht-leer, wenn die Zellen T;
und 7} benachbart sind. Auch die Voronoi-Zellen zweiter
Ordnung sind konvexe Polygone, und die Vereinigungs-
menge aller Zellen zweiter Ordnung zu einem gegebenen
(nédchsten) Punkt P; entspricht genau der Zelle 7; erster
Ordnung (vgl. Abb.4):

UTi‘ =T (8)

Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Punkten der
Menge M konnen ebenfalls aus dem Voronoi-Diagramm
abgeleitet werden: Alle Punkte aus M, deren Voronoi-
Zellen an die Voronoi-Zelle eines Punktes P; angrenzen,
werden als Natural Neighbours von P; bezeichnet. Der
Punkt P, in Abb. 4 besitzt z.B. vier Natural Neighbours,
mit denen er in der Abbildung durch dicke schwarze Li-
nien verbunden ist. Man erkennt auflerdem, dass fiir je-
den Natural Neighbour von P, genau eine Voronoi-Zelle
zweiter Ordnung existiert, die zusammen die Voronoi-
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Zelle von P, bilden. Einem Natural Neighbour ist dabei
diejenige Zelle zweiter Ordnung zugeordnet, zu der die
Grenze zwischen dem Punkt P, und dem Natural Neigh-
bour gehort. Die grau eingefirbte Zelle zweiter Ordnung
in Abb. 4 gehort demnach zu dem dariiberliegenden Na-
tural Neighbour.
Auf der Grundlage des Konzepts der Voronoi-Zellen
zweiter Ordnung lassen sich lokale Koordinaten einer
Position x in Bezug auf ihre Natural Neighbours definie-
ren. Sei |T,| der Flicheninhalt der x zugeordneten Vor-
onoi-Zelle, die nachtriglich in ein bestehendes Vor-
onoi-Diagramm eingefiigt wird, und |T;| der Fldchenin-
halt der Zelle zweiter Ordnung mit P; als zugeordnetem
Natural Neighbour, dann lédsst sich die sogenannte Sib-
son-Koordinate s;(x) fiir x in Bezug auf ihren Natural
Neighbour P; durch den Quotienten
|Txi|
si(x) = 9
() =7 ©)
angeben. In Abb. 4 entspricht die Sibson-Koordinate des
Punktes P, in Bezug auf den dariiberliegenden Natural
Neighbour dem Quotienten der Fldcheninhalte der
grau eingefiarbten Voronoi-Zelle zweiter Ordnung und
der gesamten Zelle von P,,.
Sibson-Koordinaten konnen fiir jede Position x innerhalb
der konvexen Hiille der Punktmenge M berechnet wer-
den, wobei die sich jeweils ergebene Voronoi-Zelle T,
und die darin befindlichen Voronoi-Zellen zweiter Ord-
nung zu verwenden sind. Fiir Positionen auf oder aufler-
halb der konvexen Hiille ist dies jedoch nicht moglich,
weil die beteiligten Voronoi-Zellen dann nicht mehr ge-
schlossen sind.

4 Die Natural-Neighbour-Interpolation
mit Sibson-Koordinaten

Sibson-Koordinaten beinhalten folgende funktionale

Eigenschaften:

1. Fiir die Summe aller Sibson-Koordinaten einer Posi-
tion x gilt

Zsi(x) =1 (10)
Diese Eigenschaft folgt direkt aus (8) und (9).

2. Fiir jede Sibson-Koordinate gilt
0<si(x) <1 (11)

Die Beziehung 0 < s;(x) folgt direkt aus der Definiti-
on der Sibson-Koordinate (9). Da gleichzeitig die
Summe aller Sibson-Koordinaten nach (10) eins ist,
kann eine einzelne Sibson-Koordinate nicht groBer
als eins sein, womit sich s;(x) < 1 ergibt.

3. Sibson-Koordinaten sind lokal begrenzt: s;(x) > 0 gilt
nur dann, wenn P; ein Natural Neighbour von x ist.
Ansonsten ist die Zelle T,; leer, was mit (9) zu
si(x) = 0 fiihrt.

4. Liegt die Position x exakt auf einem Punkt P; € M,
sind die Zellen Ty, T; und T,; identisch. Daher ist in
diesem Fall 5;(x) = s;(x;) = 1. Da gleichzeitig alle an-
deren Voronoi-Zellen zweiter Ordnung 7,; mit j # i
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Abb. 5: Voronoi-Diagramm des OvERHOFF-Beispiels

leer sind, gilt fiir alle {ibrigen Sibson-Koordinaten
sj(x) = sj(x;) = 0. Dieser Sachverhalt lisst sich be-
sonders elegant mit dem Kronecker-Symbol J;; dar-
stellen, das im Fall i =j den Wert eins und im Fall
i # j den Wert null hat:

si(xj) = Jj;

Diese Eigenschaften der Sibson-Koordinaten sind denen
der normierten Gewichte &;(x) der abstandsgewichteten
Interpolation aus (4) sehr dhnlich, sodass es sich aus die-
ser Sicht heraus anbietet, Sibson-Koordinaten als Ge-
wichte in (5) zu verwenden. Sowohl normierte Abstands-
gewichte als auch Sibson-Koordinaten weisen die Eigen-
schaften 1, 2 und 4 auf (bei den normierten Abstandsge-
wichten im Fall der Eigenschaft 4 zumindest im Sinne
entsprechender Grenzwerte). Die Eigenschaft 4 ist dabei
besonders wichtig: Besitzt ein Gewichtsansatz diese Ei-
genschaft, interpoliert der Gewichtsfunktionsansatz (5).
Gegeniiber den normierten Abstandsgewichten sorgen
Sibson-Koordinaten mit Eigenschaft 3 zusitzlich dafiir,
dass nur die Natural Neighbours als Stiitzpunkte zur Be-
stimmung des Interpolationswertes herangezogen wer-
den. Die Sibson-Koordinaten fiir die iibrigen Stiitzpunkte
sind dagegen null. Aus diesem Grund wird die Interpola-
tion mit Sibson-Koordinaten als Natural-Neighbour-In-
terpolation bezeichnet. Sie wurde erstmalig von
RoscHLauB (1999) zur Restklaffeninterpolation einge-
setzt.

Am Beispiel von OVErHOFF (Tab. 1) soll nun demonstriert
werden, dass die Natural-Neighbour-Interpolation ge-
geniiber der abstandsgewichteten Interpolation nicht
nur den Vorteil einer verfahrensinhédrenten lokalen Stiitz-
punktauswahl bietet, sondern zusitzlich in der Lage ist,
den tiberproportionalen Einfluss von Stiitzpunkthdufun-
gen sinnvoll zu begrenzen.

Abb. 5 zeigt das Voronoi-Diagramm fiir das Beispiel aus
Abb. 1. Fiir den Punkt P sind zuséitzlich die Voronoi-
Zellen zweiter Ordnung eingetragen. Man erkennt,
dass speziell die Flichen der Voronoi-Zellen zweiter
Ordnung fiir die Punkte P3, P4 und Ps im Vergleich
zu derjenigen des Punktes P; sehr klein sind. Generell
gilt, dass die Grofle der einzelnen Voronoi-Zellen von
der lokalen Dichte der Stiitzpunkte abhiingig ist. In Re-
gionen mit wenig Stiitzpunkten sind die einzelnen Vor-
onoi-Zellen verhiltnismifBig grof, in Regionen mit vie-

(12)
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Tab. 2: Natural-Neighbour-Interpolation fiir das Beispiel
von OVERHOFF (gerundete Werte)

Punkt si(x) Zi s5i(X)zi
P 0.4774 -10 —4.7744
P, 0.2204 6 1.3224
Ps 0.0124 12 0.1488
Py 0.0164 14 0.2295
Ps 0.0109 13 0.1414
Pg 0.2625 8 2.1000

Summe 1.0000 —0.8324

len Stiitzpunkten dagegen klein. Weil die entsprechenden
Voronoi-Zellen zweiter Ordnung immer nur einen Teil
bzw. hochstens die gesamte Voronoi-Zelle erster Ord-
nung abdecken, werden den in einer Stiitzpunkthdufung
liegenden Stiitzpunkten automatisch geringere Gewichte
zugewiesen.

Tab.?2 zeigt, welche Zahlenwerte sich bei der Natural-
Neighbour-Interpolation fiir das OvErRHOFF-Beispiel erge-
ben. Fiir den Punkt Py erhilt man einen Interpolations-
wert von —0.83.

Ein Nachteil der Sibson-Koordinaten besteht darin, dass
sie nur innerhalb der konvexen Hiille der Stiitzpunkte be-
rechenbar sind. Extrapolationen sind deshalb mit ihnen
nicht ohne weiteres moglich. Um dieses Problem zu um-
gehen, kann jedoch die Extrapolationseigenschaft der ab-
standsgewichteten Methode ausgenutzt werden: Dazu
werden zunéchst einige Punkte auf dem Rand des ge-
wiinschten Bearbeitungsgebietes abstandsgewichtet in-
terpoliert und dann als fingierte Stiitzpunkte fiir die Na-
tural-Neighbour-Interpolation mitverwendet. Aufgrund
der lokal begrenzten Wirksamkeit der Stiitzpunkte hat
ein solches Vorgehen nur einen geringen Einfluss auf
die Ergebnisse im Innenbereich.

Um analog zu Abb. 2 die aus der Natural-Neighbour-In-
terpolation abgeleitete Interpolationsfunktion darzustel-
len, wurden zunichst fiir die vier Punkte (1,1), (—1,1),
(1,—1) und (—1,—1) fingierte Stiitzwerte berechnet. Da-
mit ergibt sich die in Abb. 6 dargestellte Funktion. Man
erkennt im Vergleich zu Abb. 2 den deutlich gleichmiBi-
geren Verlauf. Nach Wartson (1992) verlduft eine mit der
Natural-Neighbour-Interpolation berechnete Interpolati-
onsfunktion analog zu einem Gummituch, das {iber die
Stiitzpunkte gespannt wird. Die Vorstellung von einer
sich an die Stiitzpunkte anpassenden elastischen Mem-
bran erscheint verschiedentlich als Kriterium fiir eine op-
timale Restklaffenverteilung in der Literatur und hat
auch die Entwicklung ausgleichungstechnischer Metho-
den zur nachbarschaftstreuen Anpassung motiviert (vgl.
GieLsDORF und GRUNDIG 1997).

Des Weiteren ist anzumerken, dass eine mit der Natural-
Neighbour-Interpolation berechnete Interpolationsfunk-
tion stetig und in allen Punkten mit Ausnahme der Stiitz-
punkte differenzierbar ist (Sison 1980). Die Natural-
Neighbour-Interpolation besitzt dariiber hinaus die Ei-
genschaft der linearen Vollstindigkeit: Sie reproduziert
lineare Stiitzwertefelder der Form
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Abb. 6: Mit der Natural-Neighbour-Interpolation berech-
nete Interpolationsfunktion

72(x) =a+b'x mita € R, b € R? (13)
exakt (SukuMar 1998). Eine weitere Eigenschaft ist auf
den ersten Blick etwas iiberraschend: Ein Interpolations-
wert wird bei der Natural-Neighbour-Interpolation fol-
gendermalien berechnet:
z(x) = Zs,-(x)zi (14)
i=1
Die Summe lduft hier der Einfachheit halber nicht {iber
alle s Stiitzpunkte, sondern nur {iber die fiir die Interpola-
tion relevanten v, Natural Neighbours des jeweiligen In-
terpolationspunktes, weil die Sibson-Koordinaten der
iibrigen Stiitzpunkte ohnehin null sind. Ersetzt man in
(14) die Stiitzwerte z; und den Interpolationswert z(x)
durch die jeweiligen Punktkoordinaten, bleibt die Glei-
chung trotzdem giiltig (SiBsoN 1980):
vy

X =

Si (X)X,’ ( 15 )
i=1

Diese Eigenschaft wird in der Literatur als lokale Koor-

dinateneigenschaft bezeichnet.

5 Berechnung des
Natural-Neighbour-Interpolanten

Zur Berechnung der Sibson-Koordinaten fiir die Natural-
Neighbour-Interpolation kann z.B. der Algorithmus von
Warson verwendet werden (SUukUMAR 1998) — allerdings
mit dem Nachteil, dass es hiermit nicht moglich ist, In-
terpolationswerte fiir Punkte auf den Dreieckskanten der
zum Voronoi-Diagramm der Stiitzpunkte dualen Delau-
nay-Triangulation zu berechnen. Deshalb wird hier ein
modifiziertes Verfahren angegeben, das die Eckpunkte
der bendtigten Voronoi-Zellen zweiter Ordnung explizit
berechnet:
1.Zu Beginn wird eine Delaunay-Triangulation der
Stiitzpunkte durchgefiihrt. Die Eckpunkte der gebilde-
ten Dreiecke, die Radien ihrer Umkreise sowie die
Mittelpunktkoordinaten der Umkreise werden im wei-
teren Verlauf benotigt und miissen daher gespeichert
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werden. Alle weiteren Schritte werden fiir jede zu in-
terpolierende Stelle x durchgefiihrt.

2. Die Natural Neighbours von x miissen bestimmt wer-
den. Dazu bietet sich die Verwendung des lokalen Um-
kreiskriteriums nach Lawson an (LawsonN 1977): Die
Eckpunkte der Dreiecke, in deren Umkreis x liegt,
sind Natural Neighbours von x. Da ein Stiitzpunkt
gleichzeitig Eckpunkt mehrerer Delaunay-Dreiecke
ist, werden die Natural Neighbours mehrfach gefun-
den, sodass iiberfliissige Mehrfachverweise aussortiert
werden miissen. Die Natural Neighbours sowie die ge-
fundenen Dreiecke werden gespeichert.

3. Die gefundenen Natural Neighbours werden im Uhr-
zeigersinn sortiert. Dazu konnen Richtungswinkel von
x zu den Natural Neighbours benutzt werden: Paralle-
les Sortieren der Richtungswinkel und der zugehori-
gen Natural Neighbours erzeugt die gewiinschte Rei-
henfolge.

4. In einer Schleife iiber die sortierten Natural Neigh-
bours werden die zugehorigen Voronoi-Zellen zweiter
Ordnung konstruiert. Fiir jeden Natural Neighbour
wird zunichst sein Vorgidnger und sein Nachfolger
im sortierten Feld der Natural Neighbours bestimmt.
Die Endpunkte der dem aktuellen Natural Neighbour
zugewandten Seite der Voronoi-Zelle zweiter Ordnung
konnen als Mittelpunkte von Kreisen durch drei gege-
bene Punkte bestimmt werden: Der erste Endpunkt ist
der Mittelpunkt des Kreises durch x, den vorhergehen-
den und den aktuellen Natural Neighbour. Der zweite
Endpunkt ist der Mittelpunkt des Kreises durch x, den
aktuellen und den folgenden Natural Neighbour.

5. Die Eckpunkte der Zelle zweiter Ordnung werden be-
stimmt, die innerhalb der Voronoi-Zelle von x liegen.
Zu diesem Zweck werden die in Schritt 2 gefundenen
Dreiecke erneut durchsucht. Wenn ein solches Dreieck
den aktuellen Natural Neighbour als Eckpunkt enthiilt,
ist der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ein Eckpunkt
der zu konstruierenden Voronoi-Zelle zweiter Ord-
nung.

6. Alle Eckpunkte der gesuchten Zelle zweiter Ordnung
sind nun bekannt. Um die Fliche der Zelle aus den
Punktkoordinaten berechnen zu konnen, miissen die
Punkte vorher im Uhrzeigersinn sortiert werden.
Dies kann analog zu Schritt 3 iiber Richtungswinkel
erfolgen, wobei als Bezugspunkt der Mittelpunkt
der duBeren Kante der Voronoi-Zelle verwendet wer-
den kann, der durch die Mittelung der Eckpunktkoor-
dinaten aus Schritt 4 berechenbar ist. Paralleles Sortie-
ren der Richtungswinkel und der Punktkoordinaten
liefert die Koordinaten in der richtigen Reihenfolge.

7. Der Flécheninhalt |T);| der Voronoi-Zelle zweiter Ord-
nung kann aus den Koordinaten ihrer Eckpunkte be-
rechnet werden. Dieser Flacheninhalt wird fiir die wei-
tere Verwendung gespeichert. AnschlieBend geht man
zu Schritt 4 zuriick und berechnet die Zelle zweiter
Ordnung fiir den nichsten Natural Neighbour. Wenn
die Fldcheninhalte aller Zellen zweiter Ordnung be-
rechnet sind, geht es weiter mit Schritt 8.

8. Der Flicheninhalt der Voronoi-Zelle erster Ordnung
|T| ergibt sich als Summe der Flicheninhalte der Vor-
onoi-Zellen zweiter Ordnung. Die Division der Fli-
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cheninhalte der Zellen zweiter Ordnung durch |7, | lie-
fert die bendtigten Sibson-Koordinaten, mit denen der
Interpolationswert aus dem Schema (14) berechnet
werden kann.
Zur Berechnung der Koordinaten eines Kreismittelpunk-
tes (Y, Xm) aus drei gegebenen Punkten in Schritt 4 kon-
nen nach SukumaAr (1998) folgende Formeln verwendet
werden:

D =2[(x; —x3)(y2 —y3) — (x2 — x3)(y1 — ¥3)]

(03 =23 + 5 —y3)(x1 —x3)

Ym = D -

(7 — x5 + 1 — »3) (%2 — x3) (16)
D

oW =)0 —s)

" D

D
Der Fliacheninhalt einer Voronoi-Zelle zweiter Ordnung
aus ihren Eckpunktkoordinaten in Schritt 7 kann z.B. mit
der Gauflschen Dreiecksformel berechnet werden:

2|Txi| = ZY:’(XH = Xiy1) = in(ym —vi-1)  (18)
i=1 i1

n bezeichnet hier die Anzahl der Eckpunkte der Zelle.

Der Rechenaufwand fiir die Natural Neighbour-Interpo-
lation wird im Wesentlichen durch die Schritte 1 und 2
festgelegt. Die in Schritt 1 verwendete Delaunay-Trian-
gulation weist mit dem divide-and-conquer-Algorithmus
(Suamos und Hoey 1975, GuiBas und StoLrt 1985) oder
dem plane-sweep-Algorithmus (ForTUNE 1987) eine
Komplexitidt von O(n log n) auf. Bei den Geschwindig-
keiten heutiger Rechner ist jedoch auch der Einsatz einer
relativ langsamen incremental-insertion-Triangulation
mit O(n?) (GreeN und SisoN 1977) bei einigen Tausend
Stiitzpunkten kein Problem.

Der Aufwand fiir eine lineare Suche nach Natural Neigh-
bours in den Triangulationsdreiecken in Schritt 2 wéchst
quadratisch mit der Zahl der gebildeten Dreiecke. Bei
einer sehr grofen Zahl von Stiitzpunkten und damit
auch von Dreiecken bietet sich daher an Stelle einer li-
nearen Suche die Verwendung des walking-triangle-Al-
gorithmus (LawsoN 1977) an, bei dem der Rechenauf-
wand nur linear mit der Zahl der Dreiecke steigt. Bei
einigen Tausend Stiitzpunkten ist jedoch auch die lineare
Suche noch ausreichend schnell.

Die iibrigen Rechenschritte sind fiir jeden Interpolations-
punkt durchzufiihren und beinhalten im Wesentlichen al-
gebraische Operationen oder Sortiervorgédnge iiber i.d.R.
einige wenige Elemente. Der Aufwand fiir diese Schritte
steigt linear mit der Zahl der Interpolationspunkte.

6 Vergleich mit der multiquadratischen
Interpolation

Auch die multiquadratische Interpolation (HARDY 1972,
GoprerT 1977) wird hdufig zur Restklaffenverteilung ein-
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Abb. 7: Mit der multiquadratischen Methode berechnete
Interpolationsfunktion

gesetzt (vgl. z.B. Wiens 1986). Deshalb soll an dieser
Stelle ein kurzer Vergleich zwischen der Natural-Neigh-
bour-Interpolation und der multiquadratischen Interpola-
tion erfolgen. Abb. 7 zeigt die mit einer linearen Kern-
funktion berechnete (ungeglittete) Interpolationsfunkti-
on fiir das OveErHOFF-Beispiel. Da die multiquadratische
Interpolation generell ein fiir die Restklaffenverteilung
ungeeignetes Extrapolationsverhalten aufweist, wurden
hier ebenfalls zusitzlich die bei der Natural-Neigh-
bour-Interpolation eingefiihrten fingierten Stiitzpunkte
verwendet. Man erkennt, dass diese Interpolationsfunk-
tion derjenigen aus Abb. 6 sehr dhnlich ist.

Allgemein ergab sich aus einer Reihe von Testbeispielen,
dass die Natural-Neighbour-Interpolation prinzipiell
dhnliche Interpolationsfunktionen liefert wie die multi-
quadratische Interpolation. Die multiquadratischen Inter-
polationsfunktionen besitzen einen etwas harmonische-
ren Verlauf; der bei der Natural-Neighbour-Interpolation
auftretende starke lokale Bezug ist bei ihnen weniger
stark ausgeprigt. Dies ist dadurch zu erklidren, dass
die multiquadratische Interpolation ebenso wie die ab-
standsgewichtete ein globales Interpolationsverfahren
ist, das alle Stiitzwerte zur Berechnung eines Interpola-
tionswertes verwendet.

Wesentliche Unterschiede zwischen beiden Verfahren er-
geben sich im Rechenaufwand und im Speicherplatzbe-
darf. Bei der multiquadratischen Interpolation muss ein
Gleichungssystem gelost werden, dessen Unbekannten-
zahl durch die Anzahl der Stiitzpunkte gegeben ist und
dessen Koeffizientenmatrix zwar symmetrisch, aber
vollbesetzt ist. Der Rechenaufwand steigt daher kubisch,
der Speicherplatzbedarf quadratisch mit der Zahl der
Stiitzpunkte. Bei Interpolationsaufgaben mit vielen
Stiitzpunkten ist die multiquadratische Interpolation da-
her schon aus rein rechentechnischen Griinden nicht ge-
eignet, sodass hier die Natural-Neighbour-Interpolation
eine sinnvolle Alternative bietet.

7 Anwendung auf reale Daten
Die Abbildungen 8 bis 10 zeigen die Restklaffenvertei-

lungen, die sich mit der abstandsgewichteten, der multi-
quadratischen und der Natural-Neighbour-Interpolation
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Abb. 8: Mit der abstandsgewichteten Interpolation berech-
nete Restklaffen
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Abb. 9: Mit der multiquadratischen Interpolation berech-
nete Restklaffen
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Abb. 10: Mit der Natural-Neighbour-Interpolation berech-
nete Restklaffen

in einem realen Datenbeispiel ergeben. Die fiinf vorhan-
denen Sollpunkte sind dabei zur Unterscheidung von den
iibrigen Punkten durch eine aus zwei Kreisen bestehende
Signatur dargestellt. Zur Berechnung der Restklaffen
wurde das am Geoditischen Institut der RWTH Aachen
entwickelte Homogenisierungsprogramm KATHOM
verwendet, in dem alle drei Ansétze implementiert sind.
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Zwischen den mit der multiquadratischen Interpolation
(Abb.9) und den mit der Natural-Neighbour-Interpolati-
on (Abb. 10) interpolierten Restklaffen besteht in diesem
Beispiel praktisch kein Unterschied. Es ergibt sich ein
sehr homogenes und gut an die Sollpunktrestklaffen an-
gepasstes Vektorfeld.

Bei der abstandsgewichteten Interpolation (Abb. 8)
nimmt der Betrag der interpolierten Restklaffen mit stei-
gender Entfernung vom jeweiligen Sollpunkt schnell ab.
Hier zeigen sich deutlich die fiir die Methode typischen
Durchhingeeffekte. Im Gegensatz zu den beiden anderen
Verfahren liefert die abstandsgewichtete Interpolation in
diesem Beispiel nur eine unzureichende Restklaffenver-
teilung.
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Zusammenfassung

Dieser Aufsatz beschreibt die Nachteile der ab-
standsgewichteten Interpolation beim Einsatz
zur Restklaffenverteilung und zeigt, wie sie
durch die Verwendung von Sibson-Koordinaten
als Gewichten (Natural-Neighbour-Interpolati-
on) umgangen werden konnen. Ein Vergleich mit
der multiquadratischen Interpolation ergibt,
dass die Natural-Neighbour-Interpolation spe-
ziell bei Problemen mit einer grofien Zahl von
Stiitzpunkten einen geringeren Rechenaufwand
erfordert. Beide Methoden liefern dennoch
quasi identische Ergebnisse.

Summary

This paper describes the disadvantages of in-
verse distance weighting for the interpolation of
residuals arising at control points and shows how
better results can be obtained by using Sibson
coordinates as weights (natural neighbour in-
terpolation). A comparison with Hardy’s mul-
tiquadric method yields lower computational
costs for the natural neighbour interpolation
especially for big numbers of data points. The
results of both methods are nevertheless quasi
identical.
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