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Modellierung und Bestimmung
eines elliptischen Zylinders

Modelling and Determination of an Elliptic Cylinder

Michael Losler

Das Bestimmen von Modellparametern von Regelgeometrien zahlt zu den wesentlichen Aufgaben in der
Koordinatenmesstechnik im Kontext des Reverse Engineering. Neben datumsinvarianten Eigenschaften
wie Geradheit, Rundheit oder Ebenheit liefern Regelgeometrien weitere datumsbeschreibende Kenngro-
Ben, um Lage und Orientierung eines Objekts zu spezifizieren. Sie werden daher haufig im Anlagen- und
Maschinenbau, in der Bauwerksdatenmodellierung, aber auch in der Deformationsanalyse oder der
Biomechanik eingesetzt. Neben Kugeln und Ebenen besitzen Zylinder einen groBen Anwendungsbereich.
Wahrend flr die Modellierung eines Kreiszylinders verschiedene geometrische Parametrierungen exis-
tieren, wird zur Beschreibung eines elliptischen Zylinders vornehmlich auf die algebraische Darstellung
zuriickgegriffen. Die hierbei resultierenden Parameter lassen sich jedoch hdufig nicht direkt geometrisch
interpretieren und sind flr die praktische Anwendung in der Formanalyse ungeeignet. In diesem Beitrag
wird flir den Zylinder mit elliptischer Grundfléche eine geometrische Parametrierung vorgeschlagen, deren
Modellparameter eine direkte geometrische Bedeutung aufweisen. Die gewéahlte Parametrierung orientiert
sich hierbei an den Darstellungen der /DIN EN ISO 10360-6/ bzw. /ASME B89.4.10-2000/.

Schliisselworter: Kreiszylinder, elliptischer Zylinder, Formanalyse, Reverse Engineering

In coordinate metrology, the analysis of surfaces is one of the main tasks in the context of reverse engi-
neering. The analysis of geometrical primitives yields datum-invariant parameters like straightness, round-
ness or flatness, but also datum parameters that describe the position and the orientation of the measured
object. The analysing toolbox is commonly used in, e. g., plant and manufacturing systems engineering,
building information modelling, but also in deformation analysis or biomechanical applications. Beside
spheres and planes, cylinders offer a wide range of application. Whereas several geometrical models
are known for parametrizing circular cylinders, elliptic cylinders are usually modelled by an algebraic
representation. In general, the algebraic representation has drawbacks because the algebraic parameters
cannot be geometrically interpreted. Thus, this representation is unsuitable in practical applications. In this
investigation, a geometrical functional model is derived for parametrizing an elliptic cylinder. According to
the specification given in /DIN EN ISO 10360-6/ and /ASME B89.4.10-2000/, the presented model and
the geometric parameters have a clear geometrical meaning.

Keywords: Circular cylinder, elliptic cylinder, surface analysis, reverse engineering

1 EINLEITUNG

Das Ableiten von Parametern, die eine geometrische Form ein- der, verwendet. Regelgeometrien haben hierbei den Vorteil, dass
deutig definieren, zahlt zu den wesentlichen Aufgaben in der  die formbeschreibenden datumsinvarianten Modellparameter, wie
Koordinatenmesstechnik, insbesondere im Kontext des Reverse der Radius, geometrisch einfach zu interpretieren sind und u.a.
Engineering. Zur Beschreibung dieser Form werden neben der eine direkte Priifung mit einzuhaltenden Sollwerten ermdglichen.
Verwendung polynomialer Ersatzfunktionen, wie NURBS /Hennes ~ Weiterhin empfiehlt sich der Einsatz von bestimmten Regelgeome-
2009/, héaufig Regelgeometrien, wie Kugeln, Ebenen oder Zylin- trien zur Definition eines Objektkoordinatensystems, da Lage- oder
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Orientierungsparameter mitgefilhrte ModellgroBen sind /ASME
B89.4.10-2000 2011/,

Neben Kugeln und Ebenen haben Zylinder einen groBen Anwen-
dungsbereich, um z.B. die geometrische Form und Ausrichtung
eines Werkstiicks zu priifen (z.B. /Grone 1995/). Rohrleitungen und
Gebéudestlitzen weisen haufig eine zylindrische Form auf, sodass
sich Zylinder zur zielzeichenlosen Verkniipfung von Laserscanner-
standpunkten in industriellen Anlagen empfehlen, wie /Lichtenstein
& Benning 2010/ zeigen. /Mendés et al. 2014/ rekonstruieren in
ihren biomechanischen Untersuchungen aus Daten von terrestri-
schen Laserscannern (TLS) Baumstdmme mittels Zylindern, um
Struktur und Vitalitat der Baume zu analysieren. /Losler et al. 2015/
nutzen Regressionszylinder, um den geometrisch definierten Strah-
lenverlauf in einem Teilchenbeschleuniger zwischen Kryostat-
modulen zu beschreiben. Zur Identifikation von Deformationen
modellieren /van Gosliga et al. 2006/ die Tunnelgeometrie unter
Verwendung eines Zylinders aus TLS-Daten. Zur geometrischen
Beschreibung des Hauptreflektors eines VLBI-Radioteleskops inte-
grieren /Ldsler et al. 2019/ einen Zylinder in ein rotationssymme-
trisches Paraboloid, um die Form eines sogenannten Ring-Fokus-
Paraboloids in einem geschlossenen Modell darzustellen.

Zur Parametrierung eines Kreiszylinders existiert in der Literatur
eine Reihe von geometrischen Modellen, die sich in der Anzahl der
Modellparameter und den zu beriicksichtigenden Restriktionen
z.T. deutlich unterscheiden. Zur Modellierung eines Zylinders mit
elliptischer Grundfléche wird hingegen hdufig auf die algebraische
Darstellung mittels Quadrik zurtickgegriffen. Im Gegensatz zu den
Parametern eines geometrischen Modells lassen die algebraischen
Parameter i. Allg. keine eindeutige geometrische Interpretation zu,
sodass diese Darstellung flir praktische Anwendungen in der Koor-
dinatenmesstechnik ungeeignet erscheint (siehe auch /Ahn 2004,
Kap. 1.2.2/). Weiterhin kann bei Verwendung der algebraischen
Darstellung nur in wenigen Féllen der Formtyp a priori vorgegeben
werden, sodass diese Modellierung vor allem dann sinnvoll einge-
setzt werden kann, wenn der zugrunde liegende Formtyp ebenfalls
unbekannt ist /Jé&ger et al. 2005, S. 319/.

In Kapitel 2 sind zunéchst gebréuchliche Modelle zur Parame-
trierung eines Kreiszylinders zusammengefasst. Fir Zylinder mit
elliptischer Grundfldche wird anschlieBend in Kapitel 3 ein geo-
metrisches Modell vorgeschlagen. Gegeniiber der algebraischen
Darstellung lassen sich die Modellparameter ohne den Umweg einer
sich anschlieBenden Hauptachsentransformation direkt geome-
trisch interpretieren. Weiterhin ist durch diese geometrische Dar-
stellung der gewlinschte Formtyp explizit definiert. Der Bestimmung
der Modellparameter widmet sich das Kapitel 4. Als mdgliches
Schatzverfahren wird hierbei exemplarisch die sequenzielle qua-
dratische Programmierung eingeflinrt, welche in der numerischen
Optimierung aufgrund seines universellen Charakters zu den Stan-
dardverfahren zahlt und insbesondere bei nichtlinearen Modellen
empfohlen wird (z.B. /Geiger & Kanzow 2002, S. 234/).

2 KREISZYLINDER

Zur Beschreibung eines Kreiszylinders finden sich in der Literatur
verschiedene Darstellungen, wobei im Folgenden ausschlieBlich
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geometrische Modelle betrachtet werden, da deren Modellparame-
ter im Kontext der Formanalyse direkt interpretierbar sind. /Kupferer
2005, S. 56/ modelliert den Kreiszylinder in Parameterdarstellung,
d.h.

P =HR+1tin+rg. (1)

Hierin beschreibt Ps; = Py + t;n die Zylinderachse als Gerade in
Parameterform durch einen Aufpunkt Py, einen Richtungsvektor
n, mit

n'n=1 2)

und den Geradenparameter £, der den Abstand zwischen Py und
P55 beschreibt. Der Richtungsvektor q;, mit

glq =1, &)
steht senkrecht auf dem Achsvektor n, d.h.
n'g =0, (4)

sodass der Hilfspunkt PO%, den kirzesten Abstand r zum Oberfld-
chenpunkt des Zylinders P; besitzt. Der Zylinderradius ist r.

Da fiir den Aufpunkt Py eine beliebige Position auf der Zylinder-
achse gewahlt werden kann, ist zur eindeutigen Positionierung eine
weitere Bedingung notwendig. 0.B.d. A. wird

n'p=0 ()

gewahlt, sodass Py den kiirzesten Abstand zum Koordinaten-
ursprung aufweist /Kupferer 2005, S. 56/. Abb. 1 stellt den Kreis-
zylinder in Parameterdarstellung schematisch dar.

Fiir n Oberflachenpunkte ergeben sich mit Gl. (7) 3n Bestim-
mungsgleichungen, 7 +4n zu bestimmende Modellparameter

Abb. 1 | Schematische Darstellung eines Kreiszylinders. Die
Zylinderachse ist durch den Aufpunkt Py und den Richtungsvektor n
parametriert. Py ; ist der LotfuBpunkt des Oberflachenpunkts P; auf der
Zylinderachse. Der Richtungsvektor und der Abstand (Zylinderradius)
zwischen P,und Ry sind g; bzw. r.
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sowie 2 + 2n zusétzliche Bedingungen. Die effektive Anzahl an
unabhéngigen Modellparametern betrdgt somit finf flir den Kreis-
zylinder, sodass mit n =5 Punkten der Kreiszylinder eindeutig
bestimmt ist.

/Spéth 2000/ nutzt zur Modellierung des Kreiszylinders aus,
dass dessen Grundflache einem Kreis entspricht. Verlduft die Zylin-
derachse parallel zur Z-Achse des Koordinatensystems (kanonische
Form), ergeben sich die Punkte p; auf der Mantelflache aus der
Parameterdarstellung des Kreises zu

X; = Xo +rcosw;,

Vi = Yo +rsinw;,

5 1

7 =zt (6)

Hierin ist p- = (Xo o z,l)T der LotfuBpunkt von Br, w; der korres-
pondierende Flachenparameter und r wiederum der Zylinderradius.
Eine gemessene Position p; liegt demnach auf dem Zylindermantel,
wenn diese die Bedingung

o — A1, =0 (7)

erfiillt, worin || : ||2 die euklidische Norm beschreibt. Im Allgemeinen
verlduft die Zylinderachse nicht parallel zur Z-Achse des Koordina-
tensystems und die Achsorientierung ist zusétzlich zu beriicksich-
tigen, vgl. /Spéth 2000/

P = R«(B)Ry(a) P ©)

worin R,(3) und R,(c) Basisrotationsmatrizen beschreiben, die
jeweils eine Rotation mit dem in Klammern angegebenen Winkel
um die im Index angegebene Koordinatensystemachse beschreiben.
Aufgrund der Fldchenparameter z;-, w; ergeben sich fiir n Punkte
5 + 2n unbekannte Parameter. Die Anzahl der Bestimmungsglei-
chungen nach Gl. (6) betrégt 3n, sodass sich wiederum eine effek-
tive Anzahl an unabhéngigen Modellparametern von fiinf ergibt.

In Abhangigkeit des Aufnahmeverfahrens kénnen bei der Daten-
erfassung sehr groBe Datenmengen entstehen, z. B. beim terrestri-
schen Laserscanning. Da die Anzahl der unbekannten Modellpara-
meter sowohl beim Einsatz von Gl. (7) als auch bei der Verwendung
von Gl. (7) direkt von der Punktanzahl n abhdngt, sind diese Model-
lierungsansatze ohne weitere MaBnahmen nur bedingt fiir den uni-
versellen praktischen Einsatz empfehlenswert. Um die Abhéngigkeit
zwischen der Punktanzahl und der Anzahl der Modellparameter
aufzuldsen, nutzt /Ahn 2004, S. 119/ anstelle der Parameterdar-
stellung in Gl. (6) die korrespondierenden Vektorkomponenten, d. h.

AX;
COSw;, = —/———,
L AR £ Af?
_ ©)
sinw; = aJi

NINZEUNT

wodurch keine zusétzlichen Hilfsparameter bendtigt werden. Hierin
sind AX; und Ay; die Koordinatendifferenzen zwischen dem
i-ten Punkt der Mantelfliche p; und dem korrespondierenden
LotfuBpunkt pi-

Die wohl gebrduchlichste Parametrierung fur einen Kreiszylinder
ergibt sich aus der Abstandsgleichung eines Punkts zu einer Raum-
geraden (z.B. /Muralikrishnan & Raja 2009, S. 143/, /Herrmann
etal. 2015/):
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(P = Ro) <l = 1, (10

welche sich tiber die Fldcheninhaltsberechnung eines Dreiecks sehr
anschaulich herleitet. Die Anzahl der unbekannten Modellparame-
ter betrégt hierbei sieben und ist nicht von der Anzahl der Punkte
abhéngig. Analog zur Darstellung von /Kupferer 2005, S. 56/ sind
zusétzlich die GI. (2) und Gl. (5) als Bedingungsgleichungen zur
eindeutigen Parametrierung zu berticksichtigen. Somit betragt die
effektive Anzahl unabhéngiger Modellparameter wiederum fiinf.
Gl. (70) enthdlt mit dem Aufpunkt Pg, der Achsorientierung n und
dem Zylinderradius r alle notwendigen Referenzparameter zur ein-
deutigen geometrischen Beschreibung des Zylinders /DIN EN ISO
10360-6 2009/, /ASME B89.4.10-2000 2011/, siehe auch Abb. 1.

Unabhéngig von der gewahlten Parametrierung ergeben sich fir
alle hier zusammengestellten Modelle stets identische Zylindergeo-
metrien. Gegentiber den Darstellungen nach Gl. (7) bzw. Gl. (6)
resultiert jedoch bei Verwendung von Gl. (70) ein deutlich kompak-
teres Normalgleichungssystem, wodurch ein geringerer Ressour-
cenverbrauch und numerischer Aufwand beim Lésen zu erwarten
sind. Weiterhin ist das Bereitstellen von geeigneten Startwerten
aufgrund des hohen Anschauungsgrads der Modellparameter in
Gl. (70) vergleichsweise einfach, sodass diese Darstellung hier
empfohlen und im Folgenden auf den elliptischen Fall (ibertragen
wird.

3 ELLIPTISCHER ZYLINDER

Wahrend flir den Kreiszylinder verschiedene geometrische Model-
lierungen existieren, werden zur Beschreibung des elliptischen
Zylinders fast ausnahmslos algebraische Darstellungen verwendet
(z.B. /Drixler 1993/, /Lehmann 2019/), d.h.

PP +P'q+q =0, ()
worin

(o 04/\/5 05/\/5 G,
Q= 674/\/5 a, qa/\/§ » 4 =10s (12)
05/\/5 (76/\/E qs Gy

die algebraischen Parameter der Quadrik sind. Sowohl die rdum-
liche Position und Orientierung als auch die datumsinvarianten
Formparameter werden implizit durch die zehn algebraischen Para-
meter beschrieben. Von diesen zehn Parametern sind jedoch nur
neun unabhdngig, sodass eine zusétzliche Parameterrestriktion zu
berticksichtigen ist. /Drixler 1993/ empfiehlt die Normierung

¢ =1 (13)

Mo

da diese unabhéngig von der Wahl des (ibergeordneten Koordi-
natensystems ist. Zur Bestimmung der algebraischen Parameter
einer allgemeinen Quadrik sind folglich n =9 Punkte notig (z. B.
/Jager et al. 2005, Kap. 8.2.1/).

Die algebraischen Parameter sind i. Allg. fiir eine Interpretation
der geometrischen Form ungeeignet /Ahn 2004, Kap. 1.2.2/. Aus
diesem Grund wird die algebraische Darstellung blicherweise
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mittels Hauptachsentransformation in ihre erste bzw. zweite Nor-
malform Uberfiinrt, welche das Klassifizieren des Formtyps sowie
das Ableiten der zugehorigen geometrischen Modellparameter erst
ermdglicht /Drixler 1993/, /Kutterer & Schon 1999/, In der Koor-
dinatenmesstechnik, insbesondere im Anwendungsbereich des
Reverse Engineering, besteht die Aufgabe héufig darin, aus einer
gegebenen Punktmenge die Parameter des eingemessenen Geo-
metrieelements zu bestimmen. Die Verwendung der algebraischen
Darstellung flhrt hierbei zu dem Problem, dass der gewiinschte
Formtyp bis auf wenige Ausnahmen nicht explizit vorgegeben wer-
den kann, sondern sich erst im Rahmen der Hauptachsentrans-
formation ergibt. Hierdurch kann nicht sichergestellt werden, dass
die resultierende Geometrie der erwarteten Geometrie entspricht
/Drixler 1993/, /Losler & Nitschke 2010/.

Im Folgenden wird eine geometrische Darstellung fiir den ellip-
tischen Zylinder in allgemeiner Raumlage angegeben. Da insbe-
sondere die Parametrierung nach Gl. (70) alle notwendigen Refe-
renzparameter zur eindeutigen geometrischen Beschreibung des
Kreiszylinders beinhaltet /DIN EN 1SO 10360-6 2009/, /ASME
B89.4.10-2000 2011/ und in einem vergleichsweise kompakten
Normalgleichungssystem miindet, orientiert sich die nachfolgende
Verallgemeinerung fiir Zylinder mit elliptischer Grundfléche an die-
ser Darstellung.

In Gl. (70) sind alle Punkte P; die den festen orthogonalen
Abstand r von der durch Py und n gegebenen Zylinderachse besit-
zen, Oberflachenpunkte des Kreiszylinders. Innerhalb der jeweiligen
Schnittebene, die durch n und P; aufgespannt wird, entspricht dies
der Kreisdefinition. Zur Modellierung eines elliptischen Zylinders
lasst sich auf die Ellipsendefinition (z.B. /Losler & Nitschke 2010/)

Ipi =, +[lpi 2], = 22 (14

zuriickgreifen. Hierin sind f; und f, die Brennpunkte und a die
groBe Halbachse der Ellipse. Jeder Punkt, dessen Abstande zu den
beiden Ellipsenbrennpunkten der doppelten Lange der groBen Halb-
achse entsprechen, ist ein Punkt der Ellipse. In Analogie zu Gl. (70)
ergibt sich hieraus unmittelbar die erweiterte Modellgleichung fiir
den elliptischen Zylinder,

(7 = F) <l + (B~ £) xnf, = 2a 1)

worin F; und F, Aufpunkte der parallelen Brenngeraden sind, die
in Richtung des Normalenvektors n orientiert sind. Fy und F, sind
hierbei beliebige Punkte der jeweiligen Brenngerade. Mit den bei-
den Bedingungsgleichungen
n'F =0,

(16)
n'F, =0
werden wiederum die Positionen gewéhlt, die den kirzesten
Abstand zum Koordinatenursprung besitzen, siehe auch Gl. (5).
Zusammen mit Gl. (2) sind somit drei zusétzliche Bedingungen
notwendig, um die zehn Modellparameter eindeutig zu beschrei-
ben. Gl. (75) besitzt somit sieben effektive Parameter, sodass zur
Bestimmung des elliptischen Zylinders mindestens n = 7 Punkte
vorzugeben sind. Im Vergleich zur Quadrik werden demnach weni-
ger Punktbeobachtungen bendtigt /Lehmann 2018/.
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Durch die Verwendung von Gl. (76) liegen F; und F, in einer
Ebene, die parallel zur Grundflache des elliptischen Zylinders liegt.
Hierdurch ergibt sich die lineare Exzentrizitat zu

1
e =[f —Fl,. (1)
sodass die kleine Halbachse des elliptischen Zylinders durch
b = +Ja*— ¢ (18)

gegeben ist. Um die Hauptachse des Zylinders eindeutig zu spezifi-
zieren, ist neben n ein Aufpunkt wie

1
P=5(F—F) (19

notig. Abb. 2 stellt die Parameter des elliptischen Zylinders nach
Gl. (75) schematisch dar.
Werden zusétzlich die beiden Restriktionen

Xer = Xea =0,
Ve =Y =0,

berticksichtigt, so liefert Gl. (75) die Parameter eines Kreiszylin-
ders, bei dem die beiden Aufpunkte F; und F, identische Koor-
dinaten besitzen und Py in Gl. (70) entsprechen. Die Bedingung
Zr1 — Zrp =0 wird hierbei implizit bereits durch die Verwendung
von Gl. (76) erflllt. Gl. (75) kann in Abhéngigkeit der Zusatz-
bedingungen daher sowohl flir Kreiszylinder als auch fiir Zylinder
mit elliptischer Grundflache verwendet werden. Hierdurch kann

(20)
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Abb. 2 | Schematische Darstellung eines elliptischen Zylinders. Die
beiden parallelen Brenngeraden sind durch den Richtungsvektor n
und die beiden Aufpunkte F; bzw. F, parametriert. Die aufsummierten
Abstéinde eines Oberflichenpunkts P; zu den beiden LotfuBpunkten
F;7 und F;; der Brenngeraden entsprechen der doppelten Lange der
groBen Halbachse a. Die kleine Halbachse ist b. Der Abstand e ist die
lineare Exzentrizitit und ergibt sich aus dem Abstand zwischen der
Zylinderhauptachse und einer Brenngeraden.
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zwischen den beiden Zylinderdarstellungen gewechselt werden,
um beispielsweise auftretende Systematiken in den Beobachtungs-
residuen zu analysieren und ggf. geometrisch zu interpretieren
/Losler et al. 2018/.

4 NUMERISCHES BEISPIEL

Durch Vorgabe eines funktionalen Modells sowie eines geeigneten
Schétzprinzips, wie die Minimierung der quadratischen Abweichun-
gen (L2-Norm) oder die Minimierung der maximalen (absoluten)
Abweichung (Leo-Norm), ermdglicht die Formanalyse neben der
Bewertung der datumsinvarianten Formparameter und der Lage-
und Orientierungsparameter auch eine Analyse der Oberfldchen-
abweichungen /Geist 2017/. In Anlehnung an die /DIN EN ISO
10360-6 2009/ erfolgt die Schatzung der Parameter in diesem
Beitrag nach der Methode der Kkleinsten Verbesserungsquadrat-
summe (L2-Norm). Eine detaillierte Ubersicht iiber mégliche weitere
Schétzer und deren Eigenschaften kann u.a. /Jager et al. 2005,
Kap. 4.5/ entnommen werden.

Liegen mindestens n = 7 Punktbeobachtungen auf der Zylinder-
mantelflache vor, so lassen sich die Modellparameter des ellip-
tischen Zylinders mittels Gl. (75) zurlickbestimmen. Das implizite
funktionale Zylindermodell nach Gl. (75) ist nichtlinear, sodass
die Parameterbestimmung iterativ erfolgt. Eines der effizientesten
Verfahren in der numerischen Optimierung ist die sequentielle
quadratische Programmierung (SQP). Die SQP wird inshesondere
bei allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproblemen empfohlen
/Geiger & Kanzow 2002, S. 234/. Das zu losende Optimierungs-
problem lautet

min £2(u)

u. d. N. (21)
f(u)=0.

Durch Einfilhren der Lagrange-Funktion

c- %rz L ATf 22)

lasst sich die Zielfunktion 2 mit der Nebenbedingung f kombi-
nieren. Hierin enthalt der Vektor A die Lagrange-Multiplikatoren.
Die notwendige Optimalbedingung lautet /Geiger & Kanzow 2002,
S. 239/

\

f (23)

F(u,\) =[ ]= 0,
1
2
Lagrange-Funktion darstellt, V2 der Gradient der
Zielfunktion ist und J die Jacobimatrix beschreibt,

worin V,£ ==V 2+ J'X den Gradienten der
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Funt % =~ Fu ), (24)
-0
worin die Jacobimatrix durch
2 T
F'luN) = Vuk J (25)
J 0

gegeben istund V2,L = %VZQ + 3, \H" Hierin beschrei-

ben V22 und H die Hessematrizen der Zielfunktion bzw. der
Nebenbedingung, die die zweiten partiellen Ableitungen enthalten.
Die unbekannten Parameter u” = [x" v} in Gl. (27) setzen sich
zum einen aus den Beobachtungsresiduen v und zum anderen aus
den Modellparametern x zusammen. Fir die Schatzung der Modell-
parameter eines elliptischen Zylinders lautet x gemaB Gl. (75)

x'= [XF1 Yer Zev Xeo Yeo Zpo Ny 01y N, 3]- (26)

Die Nebenbedingungen f in Gl. (27) ergeben sich aus Gl. (75)
sowie den notwendigen Restriktionen nach Gl. (2) und Gl. (76). Mit
der Forderung nach minimaler gewichteter Verbesserungsquadrat-
summe ergibt sich die Zielfunktion £2 in GI. (27) zu

0 0}|x
ow|v

worin W die Gewichtsmatrix darstellt, die in diesem Fall lediglich an
der zu v korrespondierenden Position durch die Gewichtsmatrix der
Residuen W, zu besetzen ist.

Die Beriicksichtigung der zweiten partiellen Ableitungen in
Gl. (24) wird durch das Newton-Verfahren motiviert, welches flr
geeignete Startwerte g und Ao quadratisch konvergiert. Die
Berlicksichtigung der Hessematrix in den geodétischen Ausglei-
chungsverfahren wird u.a. von /Lenzmann & Lenzmann 2007/ fiir
das GauB-Markov-Modell bzw. von /Béhr 1985/ fiir das GauB-
Helmert-Modell diskutiert. Allgemein ist der erhohte numerische
Aufwand, der sich durch das Bereitstellen der Hessematrizen ergibt,
den besseren Konvergenzeigenschaften gegeniiberzustellen. Bei
sachgerechter Modellbildung liefern alle hier genannten Verfahren
identische Ergebnisse fiir die geschatzten Parameter.

Zur Bestimmung eines elliptischen Zylinders liegen die in Tab. 1
gegebenen n = 10 Punktbeobachtungen vor, die /Ahn 2004, S. 71/
entnommen sind. Diese Punkte beschreiben ein kurzes Segment
einer zylindrischen Spirale (Helix) und werden als gleichgenau und
unabhéngig voneinander angenommen (Abb. 3). Die Gewichtsma-
trix in Gl. (27) entspricht mit W, = I einer Einheitsmatrix, wodurch
die geschatzten Residuen v senkrecht auf der Zylinderoberfldche
stehen.

Qu)=u"Wu =[x v| , 27)

die die ersten partiellen Ableitungen der Neben- X Zmll sl sm T T =it T=sm i =am =5 =5 m =50
bedmgungl nach den Upbekannten u enthélt. Durch y ol aml aml aml aml 2ml 2m1 1ml<iml—3m
das Bereitstellen geeigneter Startwerte w, und

Xo und das Anwenden des Newton-Verfahrens ‘ Sm| 4m ] 4m | 4mj Smj 2m} Tm] Omj-imj-im

auf Gl. (23) folgt die bekannte lIterationsvorschrift
/Geiger & Kanzow 1999, Kap. 9/:
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Tab.1 | Koordinaten von zehn gleichgenauen und unabhéangigen Oberflichenpunkten zur
Bestimmung eines elliptischen Zylinders, die /Ahn 2004, S. 71/ entnommen sind
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Abb. 3 | Geschatzter elliptischer Zylinder in Gittermodelldarstellung (grau) sowie

die beiden resultierenden Brenngeraden (dunkelrot, gestrichelt). Zusétzlich sind
die Oberflachenpunkte, die /Ahn 2004, S. 71/ entnommen sind, als rote Kreuze
eingezeichnet.

Zum Auffinden geeigneter Startwerte X, flir die Modellparameter
bietet es sich in diesem Fall an, zundchst aus den Oberfldchenpunk-
ten die zugehorige Regressionsebene zu bestimmen. Ein nichtitera-
tives Verfahren zum Bestimmen von Ebenenparametern geben u.a.
/Malissiovas et al. 2016/ an. Der resultierende Normalenvektor die-
ser Ebene entspricht hierbei (néherungsweise) dem Richtungsvektor
der zu bestimmenden Zylinderachse. Die auf diese Ebene proji-
zierten Oberflachenpunkte beschreiben weiterhin (gendhert) eine
Ellipse, flr die /Fitzgibbon et al. 1996/ ein direktes Losungsverfah-

ren angeben. Hieraus resultieren
Parameter | Schétzwert

die beiden (projizierten) Brenn-

punkte und die groBe Ellipsen-

halbachse, siehe auch Gl. (74). a U
Durch Riicktransformation der )f” +0,707839
Brennpunktpositionen ins ori- Zr +2,205113
gindre Aufnahmesystem der Xr2 —3,874889
Punkte liegt x, gemaB Gl. (26) Yea -0,488753
vor. Alternativ zu dieser zwei- 76 ~1,727289
stufigen Vorauswertung lassen A +0.072317
sich geeignete Ndherungswerte 5 70:990376
durch das Auswerten von Mini- ~ '
malkonfigurationen bestimmen '?Z 0118000
/Beder & Forstner 2006/. Dieser 4 +6,586576

Ansatz empfiehlt sich insbeson-
dere dann, wenn mit kontami-
nierten Daten zu rechnen ist.
Die geschétzten Modellpara-
meter des elliptischen Zylinders
sind in Tab. 2 zusammenge-
fasst. Eine Visualisierung des
geschatzten Zylinders zusammen
mit den n=10 Oberflichen-
punkten zeigt Abb. 3. Zusétzlich

Tab.2 | Zusammenstellung der
geschétzten Modellparameter X
des elliptischen Zylinders, d.h.
Aufpunkte F; bzw. F, der beiden
Brenngeraden, Richtungsvektor
der Zylinderachse nund groBe
Halbachse a. Die Aufpunkte und
die groBe Halbachse sind in Meter
angegeben. Der Richtungsvektor
ist mittels Gl. (2) auf die Lange
eins normiert.
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sind die beiden resultierenden Brenngeraden und die groBe
Ellipsenhalbachse mit dargestellt. Die mittels Gl. (27) geschétz-
te Verbesserungsquadratsumme fiir diesen elliptischen Zylin-
der betrdgt £2¢; = 0,095. Verglichen mit den in /Ahn 2004,
S. 71/ angegebenen Verbesserungsquadratsummen fiir den
Kreiszylinder bzw. die Helix von £2; = 0,221 bzw. {24 = 0,763
ist £2¢; deutlich kleiner. Die Anpassungsglte des elliptischen
Zylinders an diese Oberflachenpunkte ist demnach hdher
als beim Kreiszylinder bzw. der Helix. Da der Kreiszylinder
gegentiber dem elliptischen Zylinder weniger Modellparameter
besitzt, war eine Verringerung der resultierenden Verbesse-
rungsquadratsumme vorhersehbar. Die Helix besitzt jedoch
auch zwei Parameter mehr als der Kreiszylinder, um den Gang
und die Orientierung der zylindrischen Spirallinie zu parame-
trieren. Die Oberflichenpunkte missen hierbei jedoch nicht
nur auf dem Zylindermantel, sondern auch auf der Spirallinie
der Helix liegen, wodurch diese beiden Zusatzparameter im
Vergleich zum Kreiszylinder Zwang auf die Schétzung austiben.
Trotz der hoheren Anzahl an Modellparameter ergibt sich daher
eine groBere Verbesserungsquadratsumme.
Erfolgt die Auswertung der n =10 Oberflachenpunkte hin-
gegen mittels Gl. (77) im algebraischen Ansatz, so wird die
Geometrie nach der Hauptachsentransformation als ellipti-
sches Hyperboloid Klassifiziert. Ausgehend davon, dass die Ober-
fldchenpunkte tatsdchlich eine Helix beschreiben und somit auf
einem Zylindermantel liegen, ware eine Analyse der resultierenden
Formparameter sowie der Residuen hier praktisch unmdglich. Dies
unterstreicht noch einmal den Vorteil einer expliziten Modellierung,
wenn der Formtyp des Geometrieelements a priori bekannt ist.

5 ZUSAMMENFASSUNG

Die Rickbestimmung formbeschreibender Modellparameter von
Regelgeometrien sowie das Ableiten von Lage- und Orientierungs-
parametern gehért zu den Standardaufgaben in der Koordinaten-
messtechnik. Neben Kugeln und Ebenen besitzen Zylinder einen
groBen Anwendungsbereich, z.B. im Maschinen- und Anlagen-
bau, in der Biomechanik oder in der Bauwerksdatenmodellierung.
Wahrend fiir den Kreiszylinder in der Literatur verschiedene geo-
metrische Modellierungen existieren, wird der Zylinder mit ellip-
tischer Grundflache hdufig durch eine algebraische Darstellung
parametriert. Die hierbei auftretenden Parameter lassen sich nicht
direkt interpretieren, da diese i. Allg. keine geometrische Bedeutung
haben. Weiterhin kann wéhrend der Parameterschétzung nicht
sichergestellt werden, dass der resultierende Formtyp der erwarte-
ten Regelgeometrie entspricht, da dieser erst nachtrdglich im Zuge
einer Hauptachsentransformation klassifiziert werden kann.

In diesem Beitrag wurde ein geometrisches Modell zur Parame-
trierung eines elliptischen Zylinders in impliziter Darstellung vorge-
schlagen. Die Parametrierung des vorgestellten Zylindermodells
mit elliptischer Grundfléche orientiert sich an der geometrischen
Beschreibung fiir den Kreiszylinder nach /DIN EN ISO 10360-
62009/ bzw. /ASME B89.4.10-2000 2011/. Das Modell nutzt
die Eigenschaft einer ebenen Ellipse und (ibertragt diese auf die
raumliche Geometrie des Zylinders. Die hierbei geschatzten Modell-
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parameter lassen sich direkt interpretieren, sodass z. B. Vergleiche
zwischen Soll- und Ist-MaBen méglich oder Objektdeformationen
direkt erfassbar sind. Durch die Beriicksichtigung von weiteren
Bedingungsgleichungen erlaubt das hier vorgeschlagene Modell
auch eine Parametrierung von Kreiszylindern. Die Anwendbarkeit
wurde anhand eines Beispieldatensatzes demonstriert.
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