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Zur Bestimmung der Parameter
einer raumlichen Affintransformation

To Determine the Parameters of a Spatial Affine

Transformation

Michael Losler, Cornelia Eschelbach

Fir die rdumliche Affintransformation wird ein Bestimmungsverfahren aufgezeigt, welches sich an der
in der Geodésie gebréuchlichen Darstellung einer zweidimensionalen affinen Transformation orientiert.
Hierdurch kann die Interpretation der geschétzten Transformationsparameter direkt vom ebenen auf
den rdumlichen Fall (ibertragen werden. Fir die Bestimmung der zwélf Parameter wird ein zweistufiges
Verfahren vorgeschlagen, das die Linearitit des Transformationsmodells ausnutzt. Wird hingegen eine
Ausgleichungsrechnung mit Bedingungsgleichungen zur Parameterschétzung verwendet, so ldsst sich
ein allgemeiner Algorithmus formulieren, der eine problembezogene Selektion der zu bestimmenden
Transformationsparameter erméglicht.

Schliisselworter: Affintransformation, Quaternion, QR-Zerlegung, Parameterschétzung

Based on the common representation of a two-dimensional affine transformation, a determination process
to estimate the parameters of a spatial affine transformation is shown in this paper. Thus, the estimated
transformation parameters can be interpreted in conformity to the planar affine transformation. For
deriving the twelve parameters, a two-stage process Is proposed, which makes use of the linearity of
the transformation equations. Furthermore, a least-squares adjustment with conditions is introduced to
get a universal transformation model, which allows a specific selection of the transformation parameters

during the adjustment process.

Keywords: Affine transformation, quaternion, QR-decomposition, parameter estimation

1 ALLGEMEINES

Transformationen werden in verschiedenen Bereichen bendtigt und
eingesetzt. Sie sind das Werkzeug zum Uberfiihren von Koordinaten
zwischen verschiedenen Koordinatensystemen und erméglichen
z.B. den Wechsel zwischen Bezugssystemen in der Landesver-
messung /Heck 2003/. In der Ingenieurvermessung stellen Trans-
formationen u. a. die Relation zwischen externen Messungen und
einem definierten objektfesten Maschinenkoordinatensystem her
/Juretzko 2009/, /Eschelbach & Overath 2014/ oder werden zur
geometrischen Verkniipfung von Instrumentenstandpunkten polarer
Messsysteme wie Laserscanner oder Lasertracker verwendet
/Gielsdorf 2009/, /Losler & Eschelbach 2012/. Weiterhin sind Trans-
formationsparameter wichtige Indikatoren zum Aufdecken von
Objektverdnderungen in der Deformations- und Strainanalyse
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/Heunecke et al. 2013/ und zum Klassifizieren von stabilen Berei-
chen /Wujanz et al. 2014/.
Die allgemeine Transformationsgleichung lautet

xe=T+RSMx,, (1)

worin T der Translationsvektor, R die Rotationsmatrix, S die Scher-
matrix und M die MaBstabsmatrix sind sowie x, und xg korrespon-
dierende Punkte im lokalen bzw. globalen System darstellen
/Baumann 1993/. In der Ebene enthlt (1) bis zu sechs und im Raum
his zu zwoIf Parameter. In beiden Féllen wird dann von einer Affin-
transformation gesprochen. Ausgehend von der Parameterdarstel-
lung der 6-Parameter-Affintransformation in der Ebene, welche sehr
gutin der geodatischen Literatur dokumentiert ist und im Abschnitt 2
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beschrieben wird, erfolgt im Abschnitt 3 dieses Beitrags eine Uber-
tragung auf die rdumliche Affintransformation mit zwolf Parametern.
Die Darstellung der Transformationsparameter wird dabei so gewahlt,
dass ihre Interpretation vom ebenen auf den rdumlichen Fall iiber-
tragbar wird und somit eine einheitliche Bewertung erméglicht.

2 EBENE 6-PARAMETER-AFFINTRANSFORMATION

2.1 Koordinatensystembezogene Darstellung

Fiir die Bestimmung der sechs Parameter der affinen Transforma-
tion in der Ebene ist in der geodatischen Literatur ein einheitlicher
Losungsansatz zu finden /Baumann 1993/, /Kanani 2000/, /Caspary
& Wichmann 2007/, /Niemeier 2008/ oder /Luhmann 2010/. Liegen
mindestens drei homologe Punkte vor, werden in einem ersten
Schritt die numerisch giinstigen Losungseigenschaften des linearen
funktionalen Modells ausgenutzt und neben den Translationspara-
metern die Elemente der Formmatrix Fbestimmt:
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X
y

X
y

=T+F @)

yG L L

Um hierbei eindeutige Transformationsparameter zu schéatzen, emp-
fiehlt sich die Anwendung des GauB-Helmert-Modells bzw. ein
hierzu dquivalenter Ansatz /Lenzmann & Lenzmann 2001/, /Koch
2002/.

Da eine Interpretation von F nur bedingt mdglich ist, erfolgt in
einem zweiten Schritt die explizite Berechnung des Rotationswinkels
1, des Scherwinkels s und der beiden MaBstébe m, bzw. m,. Haufig
werden anstelle der Rotations- und Scherwinkel die Winkel o und
(angegeben und in einer Matrix zusammengefasst (siehe auch (7)):

a:atanfz—1, 3)
i

G =atan _—f‘z, (4)
by

mX = \/AZ‘I —|—f221, (5)
m, = S+ 1. ©)

In Abhéngigkeit der gewahlten Winkelkonvention ergeben sich aus
« und 3 zwei Losungen fiir die Winkel rund s:

~[cosa —sing] [cosa —sinal[1 —sin(6-a)
“lsina cos@ | [sina cosar ||0 cos(B—a)

cos 3 —sinB][cos(a— () 0
“lsing cos |[sin(a—p) 1| ")

Beschreibt « die Gesamtverdrehung zwischen beiden Systemen, gilt
r= « und der Scherwinkel ergibt sich aus s = 3 — «. Wird hingegen
(3 als Rotationswinkel definiert, so gilt r= g und s= «— (3. Beide
Losungen sind &quivalent zueinander, miissen jedoch bei der Inter-
pretation der Winkel ber(icksichtigt werden. Bei einer softwareseiti-
gen Implementierung ist eine direkte Bestimmung von s aus der
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Formmatrix Fvorzuziehen. Da sich in Abhdngigkeit der Winkelkon-
vention lediglich das Vorzeichen &ndert, wird im Folgenden nur der
Fall fiir r= «v explizit angegeben:

b1 fo + b fzz_ ®)
hihy —hiho

Fur die Verwendung von (1) sind die beiden MaBstabe m, und m,
noch in einer Diagonalmatrix M zusammenzufassen:

§=—atan

m, 0
0 m,

: ©)

Die Bestimmung der Parameterunsicherheiten und deren Abhéngig-
keiten untereinander erfolgen abschlieBend durch Anwendung des
allgemeinen Varianzfortpflanzungsgesetzes.

Die Formmatrix ergibt sich somit aus dem Produkt der Rotations-,
Scher- und MaBstabsmatrix:

F(r,s,m,,m,)=R(r)S(s) M(m,,m,) (10
und entspricht der géngigen geodétischen Konvention in (1). Die aus
der Formmatrix F abgeleiteten Transformationsparameter sind vom
gewdhlten Koordinatensystem abhangig und erlauben eine direkte
Interpretation von Verdnderungen gegeniiber einem festen Bezugs-
rahmen. Einsatzmdglichkeiten ergeben sich z.B. in der Digitalisie-
rung von Altkarten, die einen ungleichmaBigen Papierverzug auf-

weisen, aber auch in der Deformationsanalyse /Heinert et al. 2004/,
/Niemeier 2008/.

2.2 Objektbezogene Darstellung

Eine weitere Moglichkeit, abgeleitete Transformationsparameter aus
der Formmatrix zu extrahieren, ergibt sich aus der Forderung, dass
die Rotationsmatrix R beziiglich F minimal wird:

min R — FZ. ()

Hierbei entspricht ||||§ der Frobenius-Norm /Golub & van Loan
1996/.

|R—F|2 =% (n;—6,) (12)

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass das Verfahren der pola-
ren Zerlegung einer Matrix dieser Forderung gentigt. Neben der
orthogonalen (Rotations-)Matrix R entsteht bei dieser Zerlegung die
positiv semidefinite symmetrische Matrix P /Higham 1986/:

F=RP. (13)

Wahrend R die Systemdrehung beschreibt, enthalt die Matrix P
weitere Informationen bez(iglich der Scherung und Skalierung. Um
hierbei objektbezogene Parameter abzuleiten, schldgt /Shoemake
1994/ eine spekirale Zerlegung von P vor:

P=UKU". (14)

Hierbei ist K eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von Pund U
eine orthogonale Matrix, die die zugehdrigen Eigenvektoren enthalt
/Shoemake 1994/, /Golub & van Loan 1996/, /Kanzow 2005/. Die
Eigenwerte kénnen dabei als maximale und minimale Skalierungen
aufgefasst werden. Die Richtungen, in die diese Skalierungen
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wirken, sind durch die zugehdrigen Eigenvektoren gegeben. Durch
die Matrix Uwird die Punktwolke (bzw. das Objekt) so gedreht, dass
die Eigenvektoren in Richtung der Koordinatenachsen zeigen. Die
beiden Extremwerte der Skalierung in K fallen mit den MaBstaben
in M zusammen, wenn U eine Einheitsmatrix E ist. Gegentber der
in 2.1 beschriebenen Darstellung sind somit die geschatzten Skalie-
rungen invariant beziiglich der Koordinatensystemwahl, sodass
diese Darstellung u.a. bei der Strainanalyse Anwendung findet
/Tsenkov & Gospodinov 2002/, /Heunecke et al. 2013/.

3 RAUMLICHE 12-PARAMETER-
AFFINTRANSFORMATION

Die rdumliche Affintransformation ist durch zwdlf Transformations-
parameter charakterisiert. Analog zum ebenen Fall ist das Transfor-
mationsmodell linear /Lehmann 2010/, sodass beim Vorliegen von
mindestens vier homologen Punkten die drei Elemente des Trans-
lationsvektors T und die neun Elemente der Formmatrix F ohne
Naherungswerte bestimmt werden konnen. Zur Interpretation der
geschatzten Parameter konnen die in Abschnitt 2.2 gemachten
Uberlegungen direkt auf den rdumlichen Fall iibertragen werden,
sodass eine nahere Beschreibung entfallen kann.

Im Folgenden soll daher das im Abschnitt 2.1 beschriebene
Modell auf die rdumliche Affintransformation adaptiert werden.
Dieses Modell ist das gebréduchliche Modell in der Geodésie, sodass
die Interpretation der Transformationsparameter vom ebenen auf
den rdumlichen Fall direkt (ibertragbar ist. Ferner wird sich zeigen,
dass diese Darstellung eine einfache Adaptierbarkeit aufweist und
damit auch rdumliche Transformationen abbildbar sind, die weniger
als zwolf Parameter haben.

3.1 Zusammenstellung der Elemente
der Formmatrix

Zur Beschreibung der rdumlichen Drehungen sind verschiedene
Darstellungen mdglich /Nitschke & Knickmeyer 2000/. Gebrduch-
lich ist der Einsatz von drei Eulerwinkeln, die jeweils Rotationen
um (ggf. mitgedrehte) Koordinatenachsen beschreiben /Heunecke
et al. 2013/. Aus numerischer Sicht ist diese Darstellung jedoch
ungtinstig. Zum einen kénnen Singularititen (Gimbal Lock) beim
Schétzen der Winkel auftreten, zum anderen sind die Verbesse-
rungsgleichungen aufgrund der trigonometrischen Funktionen
hochgradig nichtlinear, sodass sehr gute Naherungswerte flr die
Ausgleichung notwendig werden. Es empfiehlt sich daher eine
Alternative, wie etwa die Parametrierung der Rotation durch eine
Einheitsquaternion g:

=00+ =0qo+igi+]g,+Kqs (15)

miti? =j> =k® =ijk=—1und g"g=1.

Hierdurch treten keine numerisch kritischen Konfigurationen auf
/Nitschke & Knickmeyer 2000/ und die Verbesserungsgleichungen
sind bilinear, sodass auch keine qualitativen Anspriiche an die
Naherungswerte zu stellen sind /Rietdorf 2005/, /Losler 2011/, Die
Umformung in eine &quivalente Rotationsmatrix ergibt sich aus
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R=(qt—q'q)E+2qq" —243[9x], (16)
wobei die schiefsymmetrische Matrix [g %] durch
0 —G; @
[9x]=| ¢z 0 —q (17)
—q ¢ 0

gegeben ist /Nitschke & Knickmeyer 2000/. Sofern notwendig,
konnen die Eulerwinkel r,, r, und r, aus R nach der Ausgleichung
bestimmt werden /Kuipers 1999/, /Shen et al. 2006/

r, = atan 6—3, (18)
I33

r,=asin(—ng), (19

r, —atan 2. (20)
f11

Die drei Schermatrizen der rdumlichen Affintransformation sind
wiederum Dreiecksmatrizen. In Abhéngigkeit der Winkelkonvention
ergeben sich obere bzw. untere Dreiecksmatrizen (7). Die folgende
Ableitung beschrénkt sich daher auf die Darstellung oberer Drei-
ecksmatrizen fir die Scherung. Durch Hinzunahme der dritten
Dimension kann die Schermatrix S, direkt aus (7) abgelesen werden:

1 —sins, 0
S,=|0 coss, 0. (1)
0 0 1

In analoger Weise lassen sich auch die Schermatrizen S, und S,
finden. Die Gesamtscherung S ergibt sich aus dem Produkt der
einzelnen Schermatrizen und ist wiederum eine obere Dreiecksmatrix:

1 —sins, —sins,
§=5,5,5,=|0 coss, —sins,coss,|. (22)
0 0  coss,coss,

Die MaBstabsmatrix M entspricht einer Diagonalmatrix, deren
Hauptdiagonalelemente die Skalierung der Punkte in Achsrichtung
beschreiben:

m, 0 0
M=0 m, 0] (23)
0 0 m,
Wird M mit S multipliziert, ergibt sich das Produkt:
my —m,sins,  —m,sins,
V=SM=|0 m,coss, —m,sins,coss,|. (24)
0 0 m, COS S, COS S,

Aufgrund der trigonometrischen Funktionen in der Schermatrix S
bzw. in der Matrix Vsind ggf. gute Naherungswerte fiir die Ausglei-
chung vorzugeben, wenn die drei Schwerwinkel Sy, , ,y und die drei
MaBstabe my, ,, ,y direkt bestimmt werden sollen. Es bietet sich
daher an, nur die Elemente v; ; zu schétzen und die Scher- und
MaBstabsparameter sowie deren Unsicherheiten nach der Ausglei-
chung abzuleiten. Die Parameterschatzung kann somit in einem
Modell mit impliziterer Parametrierung der Unbekannten erfolgen:

Xe=T+Fx =T +RSMx_=T +RVx,. (29)
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3.2 Ableitung der Transformationsparameter
mittels QR-Zerlegung

Die Bestimmung der drei Translationen und der neun Elemente der
Formmatrix ist beim Vorliegen von mindestens vier homologen
Punkten ohne Vorgabe von Naherungswerten méglich. Um aus Fdie
Rotationsmatrix R und die Hilfsmatrix V' zu extrahieren, kann diese
mittels QR-Faktorisierung zerlegt werden. Bei der QR-Faktorisie-
rung entsteht neben einer orthogonalen Matrix R eine obere Drei-
ecksmatrix V /Golub & van Loan 1996/, /Kanzow 2005/ und
/Bjorck 1996/. Gebrduchliche und als numerisch stabil geltende
Algorithmen sind das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren, die
Householder-Transformationen und die Givens-Rotationen. Berech-
nungsvorschriften und Untersuchungen zur numerischen Stabilitat
finden sich u.a. bei /Bjorck 1996/, /Golub & van Loan 1996/ oder
/Kanzow 2005/, sodass stellvertretend nur die Bestimmungs-
gleichungen des modifizierten Gram-Schmidt-Verfahrens wieder-
gegeben werden.

Die Elemente v; ; (/< /) der oberen Dreiecksmatrix Vund die ortho-
gonalen Spaltenvektoren r/ der Rotationsmatrix R ergeben sich aus

r :L(f’ ==/ r'), ”
Vi

mit

v =l =S5, a

bzw. fir i < j:

- (rl.)T . (28)

Fiir j= 1 werden V1 1 :"fw"z und ! = -

= gesetzt /Kanzow 2005/.
1,1

Liegen aus einer Ausgleichung die Elemente der Formmatrix F
vor, so lassen sich aus diesen mittels (26)—(28) die Rotationsmatrix
Rund die Hilfsmatrix V, welche nach (24) die Scher- und MaBstabs-
parameter der Transformation enthélt, berechnen. Mit (78)—(20)
erfolgt die Bestimmung der drei Drehwinkel aus R und aus der
Matrix Vsind die Scherwinkel und MaBstabe zu extrahieren:

my=Vy 1, (29)
my =\Vi2+V3o, (30)
mz:\/V%3+V22,3+V32>,31 (31)

—v
s, =atan—=22 (32)
V33
—v
Sy :atan%, (33)
V2,3 +V3 3
s, —atan—22. (34)
Vo2

Durch die Anwendung des Varianzfortpflanzungsgesetzes auf
(26)—(28) léasst sich zundchst die Varianz-Kovarianz-Matrix Cg v
ableiten, aus der mit (78)—(20) und (29)—(34) die Unsicherheiten
der Transformationsparameter zu bestimmen sind.

Im Ubrigen sei angemerkt, dass die hier vorgeschlagene QR-
Zerlegung nicht nur als Hilfsmittel zur expliziten Berechnung der
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geschétzten Transformationsparameter aus der Formmatrix F ver-
wendet werden kann. Auch eine Bestimmung der Koeffizienten von
Fund Tim Rahmen einer Ausgleichungsrechnung ist mittels QR-
Zerlegung denkbar /Bjérck 1996/, /Golub & van Loan 1996/.

Nicht immer ist es jedoch notwendig bzw. wiinschenswert, alle
zwolf Transformationsparameter zu schétzen. Um eine gezielte
Selektion der zu schatzenden Transformationsparameter vornehmen
zu kdnnen, empfiehlt sich daher (25) als funktionales Modell in einer
Ausgleichungsrechnung mit zusétzlichen Bedingungsgleichungen
/Caspary & Wichmann 2007/, /Niemeier 2008/. Diese zusétzlichen
Bedingungen, die sich leicht aus den Gleichnungen (78)—(20) und
(29)—(34) formulieren lassen, werden bendtigt, um eine gezielte
Fixierung bestimmter Transformationsparameter zu erreichen. Hier-
durch erfolgt die Schétzung nicht mehr im linearen Modell, jedoch
liegen durch die Substitutionen in der Hilfsmatrix Vund der Parame-
trierung der Drehungen als eine Quaternion g keine trigonometri-
schen Funktionen mehr vor. Um das Konvergenzverhalten zu
verbessern, kann eine erste Naherung tber die beschriebene QR-
Zerlegung bestimmt und in der Ausgleichung beriicksichtigt werden,
sofern mindestens vier homologe Punkte vorliegen. Das Modell (25)
ist somit universell und ermdglicht eine gezielte und problemorien-
tierte Kombination der bendtigten Transformationsparameter.

4 ZUSAMMENFASSUNG

Ausgehend von der gebrduchlichen Darstellung der Parameter einer
zweidimensionalen affinen 6-Parameter-Transformation in der Geo-
dasie konnte in diesem Beitrag eine Ubertragung auf den raumlichen
Fall hergestellt werden. Analog zum zweidimensionalen Fall erfolgt die
Bestimmung der zwolf Parameter dabei zundchst im linearen Modell,
sodass keine Naherungswerte vorzugeben sind. In einem zweiten
Schritt sind dann die Parameter und deren Unsicherheiten aus den
geschétzten Elementen der Formmatrix zu extrahieren, sodass eine
Zielgerichtete Interpretation der Transformation maglich wird.

Sowohl das im Abschnitt 2.2 aufgeflinrte Verfahren mittels spek-
traler Zerlegung als auch die Zerlegung nach den Abschnitten 2.1
bzw. 3 beschreiben dieselbe Transformation, da sie derselben
Formmatrix zugrunde liegen. Sollen lediglich Koordinaten zwischen
zwei Systemen berflihrt werden, liefern beide Algorithmen eine
identische Losung fir die transformierten Punkte. Ist hingegen eine
Interpretation der abgeleiteten Transformationsparameter gefordert,
so liefert das hier besprochene Verfahren einen datumsbezogenen
Parametersatz. Denkbare Anwendungen sind u. a. die Kalibrierung
von Industrierobotern, da sich die abgeleiteten Parameter direkt auf
das Objektkoordinatensystem beziehen.

Fir einen allgemeineren Algorithmus, der eine gezielte Selektion der
zu bestimmenden Transformationsparameter erméglichen soll, wird ein
funktionales Modell vorgeschlagen, welches in einer Ausgleichungs-
rechnung mit zusétzlichen Bedingungsgleichungen zu l6sen ist.
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DIPL.- ING.

ROLF EHRENSTEIN

OFFENTLICH BESTELLTER
VERMESSUNGSINGENIEUR

Ab 1. Januar 2015 suche ich einen Nachfolger.

IHRE AUFGABEN:
- Mitwirkung in der Landesvermessung

- Durchfiihrung von Katastervermessung
(Liegenschaftskataster)

- Sachverstandigentatigkeit in der gesamten Breite
des Vermessungswesens

- Beurkundung von Tatbestdanden an Grund und Boden

Dipl.- Ing. Rolf Ehrenstein

Offentlich bestellter Vermessungsingenieur
Mihlenstr. 14

50321 Briihl

(zwischen Kdln und Bonn)
Tel.02232/43071

Fax 02232 /46029

Email: info@vermessung-ehrenstein.de




