Ausgleich mit Parabeln bei
Nebenbedingungen fiur die

Helmuth Spath

1 Problemstellung

Gegeben seien Punkte (x¢, yx), k = 1,...,n. Sucht man die
Koeffizienten einer ausgleichenden Parabel

y=a+bx+cx? (1)

derart, dass die Fehlerquadratsumme

S(a,b,c) = (a+bx+ cx; — y)’? (2)
k=1

minimal wird, so ist dies die klassische Methode die der
kleinsten Quadrate, die leicht auf hohergradige Polynome
verallgemeinert werden kann. Eine numerisch stabile Lo-
sungsmethode — im Prinzip implizite Diagnonalisierung
der Matrix der Normalgleichungen — liegt vor, z.B. ist
sie in [2] samt ForTRAN-Subroutinen beschrieben.
Angeregt durch einen Hinweis in [1, S. 659] wollen wir
bei einem modifizierten Modell 1 von (1), ndmlich mit
einer nichtlinearen Nebenbedingung

¢ = ab, (3)
und bei einem Modell 2, nidmlich
y = (a+ bx)(c + dx) (4)

vorschlagen, wie die Fehlerquadratsummenminimierung
numerisch geldst werden kann.

2 Modell 1

Natiirlich konnte man die LAGRANGE-Funktion fiir die Mi-
nimierung von (2) unter der Nebenbedingung (3) aufstel-
len und dann die notwendigen Bedingungen fiir ein Mini-
mum aufschreiben. Direkter ist es aber, (3) in (2) einzu-
setzen und also

S(a,b) = Z(a + bxy + abx} — ¥e)? (5)

k=1

versuchen zu minimieren. Die notwendigen Bedingungen
fiir ein Minimum (und auch ein Maximum!) sind

Os Os

= = 6
Oa b 0 (6)
was auf

> (1 +bx;)(a + bxi + abx; — yi) =0, (7)
k=1

Z(xk +ax?)(a+ bx; +abx; —y;,) =0 (8)

k=1

16

Koeffizienten

hinauslduft. Dies ist offenbar ein nichtlineares Glei-
chungssystem fiir die beiden unbekannten Parameter a
und b. Es kann (und wird empirisch) mehrere Losungen
geben, von denen, wenn man sie alle findet, durch Einset-
zen in (5) entschieden werden kann, welche die mit dem
global kleinsten Wert fiir S(a, b) ist. Um numerisch Lo-
sungen zu bestimmen, kann man ausnutzen dass (7) in
der Form

1(1 + bx,%)(yk — bxy)

a=f(b)="— 9)
S (1 + ba2)?

k=1

NIE

und (8) als

(e + axp) (e — )

=
[NgE
£

b=g(a) = (10)

kz:l(xk + ax,%)2

geschrieben werden kann. Nahe liegt dann folgendes Ite-
rationsverfahren:

Algorithmus A

1.i =0, gebe b vor, z.B. b0 = 0 was V) = y bedeutet
oder eben der Reihe nach zahlreiche Werte von 5.

2. a1 = f(p0).

3. 601 = g (@) = g(F(b17)).

4. Bei Konvergenz breche man ab, andernfalls setze man
i =i+ 1 und gehe nach 2., falls i eine vorzugebende
Grenze nicht iiberschreitet.

Wir betrachten als Beispiel 1 mit n = 12 die gegebenen

Daten

xk}—6—5—4—3—2—1 0 1 2 3 4 5
yk‘8 4 4 1 0-1-1 0-1 0 2 3

Als Startwerte b® werden der Reihe nach 0.1:j mit
J = —5(1)5 benutzt. Dabei ergaben sich zwei Nullstellen.
die mit denm kleineren Zielfunktionswert
S(a,b) =4.20103 entspricht

a

= —1.064295, b = —.194788, ¢ = .207311

und wurde fiir j = —5(1) — 1 erreicht, fiir j = 0(1)5 wur-
de allerdings eine Nullstelle mit dem groften Zielfunkti-
onswert S(a, b) = 43.30402 berechnet. For. 1 zeigt die ge-
gebenen Daten und die sich ergebende Ausgleichsparabel
fiir obige Werte von a und b. Bei anderen Beispielen wur-
den maximal drei Nullstellen gefunden.
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3. Modell 2
Hier ist
S(a,b,c,d) = i((a—kbxk)(c—i—dxk) —w)? (11)

k=1

zu minimieren. Die notwendigen Bedingungen fiir ein
Extremum sind

oS oS oS @S

RPN i 12
0a 0Ob 0Oc 0od (12)
Dies ergibt der Reihe nach
Z(c+dxk)2(a+bxk) = Zyk(c—i—dxk), (13)
k=1 k=1
Zxk(c +d)*(a+bx) = Zxkyk(c + dxi), (14)
=1 =1
Z(a—l—bxk) (c+dx) = Zyk(a+bxk (15)
=1

n n
> xila+bx)(c+du) =Y xwla+bx).  (16)
=1 =1

Man sieht, dass (13) und (14) linear in @ und » und (15)
und (16) linear in ¢ und d sind. Damit liegt folgendes Itera-
tionsverfahren nahe:

Algorithmus B

1.i =0, gebe Startwerte ¢(¥ und d© vor.

2.Lose das lineare Gleichungssystem (13), (14) mit
c=c® d=d" nach a® = a, b@ = p auf.

3. Setze a = a, b = b in (15) und (16) ein und Iose
nach ¢t = ¢, g0+ = 4 auf.

4. Wie bei Algorithmus A.

Wir betrachten als Beispiel 2 wieder mit n = 12 die ge-
gebenen Daten

k’—10—978 7 -5 —4 3 -1 1 3 4 5
o '—10—8 3 -1 0 2 1 1 -2 —6-11-13

Numerische Experimente zeigen, dass fiir verschiedene
Startwerte sehr unterschiedliche Endergebnisse fiir a, b,
c und d herauskommen, die aber den gleichen Zielfunk-
tionswert produzieren. Dies liegt daran, dass fiir o # 0
(a+ bx)(c + dx) = (0a + abx) <§+§x> (17)
gilt. Somit sind a, b, ¢, d und aa, ob, -3 g gleichberechtigte
Losungen: es gibt unendlich viele Minima, was unbefrie-
digend ist. Daher ist es sinnvoll, z.B. a oder ¢ auf Eins zu
setzen, sofern nicht beide gleich Null sind. Setzen wir
¢ =1 (auch in (11)), so bleiben die Bedingungen (13)
und (14) erhalten, wenn darin ebenfalls ¢ =1 gesetzt
wird. Aus der Forderung g—fi = 0 ergibt sich
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E xkyk(a + bxk) - Zxk(a + bxk)2
k=1

d = h(a,b) ==

x2(a+ bxy)?

M=

k

1

Dann liegt nahe der

Algorithmus C

1.i =0, gebe Startwert d© vor.
2. Setze in (13), (14) ¢ =1 und d = d® und 16se nach
a=a" und b —b() auf.

3. Setze a und b in (18), was d(+D =
4. Wie friiher.

Betrachten wir obiges Beispiel 2 mit den Startwerten
d©® = 0.1, j = —2(1)4, also mit sieben verschiedenen
Startwerten, so erhalten wir drei verschiedene Endresul-
tate. Der kleinste auftretende Wert von S(a,b,d) ist

= d ergibt.

7.51361 und die zugehorige Losung ist

a=—.338744, b= —1.372373, d = .174071

Fig. 2 enthilt die Daten aus Beispiel 2 und die der obigen
Losung entsprechende Ausgleichsparabel.
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