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Die GauBsche Vermutung -
ein in der Geodasie wenig
bekannter Geniestreich des

N. Rosch, F. Zimmermann

Im vorliegenden Beitrag wird eine der vielen
herausragenden Leistungen von C. F. Gauf} ge-
wiirdigt. Es handelt sich dabei um eine Arbeit zur
Zahlentheorie, die in der Entwicklung einer
Gleichung zur Abschéitzung der Anzahl von
Primzahlen in einem gegebenen Intervall gipfelt.
Die zum damaligen Zeitpunkt unbewiesene
Gleichung wurde unter dem Namen ,,GauBsche
Vermutung‘ in die Fachliteratur iibernommen.
Etwa ein Jahrhundert spiter wurde sie bewiesen
und ist heute als Primzahlsatz bekannt.

1 Einleitung

Carl Friedrich Gauf3 (1777 — 1855) hat auf vielen Gebieten
Herausragendes geleistet. Schon aus seiner Jugend sind
zahlreiche Anekdoten tiberliefert, die frith seine iiber-
durchschnittliche Begabung erkennen lieen. Eine davon
besagt beispielsweise, dass Gaull bereits im Alter von drei
Jahren seinen Vater auf einen Fehler bei einer Lohnab-
rechnung hingewiesen hat. Gaul} selbst sagte von sich —
moglicherweise nicht ohne ironischen Unterton — dass
er eher rechnen als sprechen konnte. Auch die Arbeiten,
um die es in diesem Beitrag geht, hat Gaul} bereits in sei-
ner Jugend aufgenommen.

Im Jahr 1794, also im Alter von siebzehn Jahren, hatte
Gaul3 die Methode der kleinsten Quadrate entwickelt,
auf Basis derer im Jahr 1802 die Position des Kleinplane-

Abb. 1: Der Heliotrop
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ten Ceres wiedergefunden werden konnte. Dieser war
etwa ein Jahr zuvor zwar entdeckt worden, konnte aber
in Unkenntnis der genauen Umlaufbahn nicht mehr beob-
achtet werden. Durch die Bahnberechnung des Ceres wur-
de Gauf} weit iiber die Grenzen Deutschlands hinaus be-
kannt.

Aber auch auf dem Gebiet der Instrumentenentwicklung
hatte sich Gauf} hervorgetan. Der Heliotrop, dessen Ent-
wicklung ein Nebenprodukt der hannoveranischen Grad-
messung war, wurde ebenfalls von ihm entwickelt und
konstruiert. Dieses Instrument hat vielen Geodéten das
Leben wesentlich erleichtert. Der Gelehrte soll dabei
durch die Reflexionen von Sonnenlicht an einem Fenster
zu dieser Geriteentwicklung angeregt worden sein ([5]).
Die Geodisie als wissenschaftliche Disziplin hat vom
Wirken von C. F. Gaull ganz besonders profitiert. Neben
den schon aufgezihlten Beitrdgen hat er u.a. auch die ma-
thematischen Grundlagen fiir die konformen Koordinaten
gelegt, ohne die die Landesvermessung, wie wir sie heute
kennen, nicht moglich wire. Dariiber hinaus ist der Name
Gaull mit zahlreichen weiteren mathematischen Frage-
stellungen verkniipft, die mehr oder weniger Bezug zur
Geodisie haben. Hier wiren im Besonderen die Gaul-
schen Zahlenebene, das Gau3sche Eliminationsverfahren,
die Gaufsche Glockenkurve, die Gau3sche Schmiegungs-
kugel, die GauBlschen Fundamentalgréen, die Gaulische
Kriimmung, das GauB-Markov-Modell ebenso wie die zu-
vor schon angesprochenen Gaufischen isometrischen Ko-
ordinaten zu nennen.

Der in diesem Beitrag behandelte Sachverhalt ist in erster
Linie kein geoditischer. Er hat vielmehr ein Teilgebiet der
Mathematik zum Thema, ndmlich die Zahlentheorie. Ge-
genstand dieses Wissenschaftszweiges sind die Eigen-
schaften der ganzen Zahlen und damit auch die der Prim-
zahlen. Die Wertschitzung, die Gau} selbst der Zahlen-
theorie entgegenbrachte, ist uns in einem Zitat tiberliefert:
,,Die Mathematik ist die Konigin der Wissenschaften, und
die Zahlentheorie ist die Konigin der Mathematik.*

Die Zahlentheorie betrachtet die Primzahlen als die
Atome, aus denen die iibrigen ganzen Zahlen gebildet
bzw. zusammengesetzt werden konnen (Fundamentalsatz
der Zahlentheorie). Dass ihre Anzahl unendlich groB ist,
hat Euklid (ca. 365 v. Chr. — ca. 300 v. Chr.) schon in sei-
nem Buch Die Elemente durch einen ebenso einfachen
wie liberzeugenden Widerspruchsbeweis nachgewiesen.
Da dieser Beweis fiir die Vermutung von Gauf} nicht un-
bedeutend ist, soll er an dieser Stelle kurz wieder gegeben
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werden. Die Behauptung lautet zunéchst: Die Anzahl der
Primzahlen ist beschrinkt, es gibt demnach eine hochste
Primzahl. Wir nehmen also an, wir hitten die Menge P der
Primzahlen gefunden. Addiert man jetzt zum Produkt der
Menge dieser Primzahlen die Zahl eins dazu, dann ist
diese Zahl nicht durch die Primzahlen aus P darstellbar.
Setzt man jetzt voraus, dass jede natiirliche Zahl durch
eine eindeutige Zerlegung in Primfaktoren darstellbar
ist — und dieser Sachverhalt war zu Zeiten von Euklid be-
reits bekannt —, dann ist das ein Widerspruch zur Aussage:
Die Menge P enthilt alle Primzahlen. Folglich ist ihre An-
zahl nicht beschrinkt.

Auch heute haben die Primzahlen nichts von ihrer Bedeu-
tung eingebiifit. Denn neben der Relevanz, die sie nach
wie vor fiir die Mathematik haben, bauen wichtige Ver-
schliisselungs-techniken der modernen Datenkommuni-
kation (RSA, ein asymmetrisches Verschliisselungsver-
fahren) auf den Eigenschaften der Primzahlen auf.
Denn es ist sehr einfach zwei Primzahlen miteinander
zu multiplizieren, aber sehr schwierig eine bekannte
Zahl in ihre Primfaktoren zu zerlegen. Aufgrund dieser
Eigenschaft eignen sich Primzahlen hervorragend zur Im-
plementierung so genannter Falltiiralgorithmen, die in
eine Richtung sehr einfach zu durchlaufen sind, deren
Umkehrung aber duBerst schwierig bzw. nahezu unmog-
lich ist.

2 Primzahlen und Primzahltabellen

Zunichst lohnt es sich, die Definition dessen, was eine
Primzahl ist, niher zu beleuchten. Unsere heutige Defini-
tion kann sehr einfach erldutert werden: Alle Zahlen, die
nur durch eins und sich selbst teilbar sind, werden Prim-
zahlen genannt. Euklid vertrat noch eine etwas andere
Auffassung. Fiir ihn war eins gar keine Zahl, sondern viel-
mehr eine Einheit. Demnach waren fiir Euklid alle Zahlen
prim, die nur durch diese Einheit darstellbar waren. Da die
GroBe selbst aus dieser Einheit abgeleitet war, entfiel da-
mit die Division durch sich selbst.

Wie in der Einleitung bereits erwihnt, kommt den Prim-
zahlen in der Zahlentheorie eine Schliisselrolle zu. Denn
eine ihrer erstaunlichsten Eigenschaften ist die, dass sich
ausgehend von einer gegebenen Zahl oder einem Intervall,
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nicht ohne weiteres feststellen ldsst, welches die nichst
folgende Primzahl ist. Die Darstellung der Primzahlen
im Intervall [0,100] in Abbildung [2] soll dies verdeutli-
chen.

Die Treppenfunktion, die entsteht, wenn man die aufsum-
mierte Anzahl der Primzahlen iiber den Zahlen des Inter-
valls darstellt, zeigt keine erkennbare RegelmiBigkeit.
Zumindest dann nicht, wenn man sich die einzelnen Stu-
fen der Treppe ansieht.

Die vergleichbare Darstellung der Primzahlen im Zahlen-
bereich bis 1000 zeigt demgegeniiber schon einen erstaun-
lich glatten Verlauf und ldsst in Folge dessen eine gewisse
RegelmiBigkeit vermuten. Diese bezieht sich allerdings
lediglich auf den gesamten Verlauf der Kurve, nicht
aber auf die einzelne ,, Treppenstufen®. Diese Eigenschaft
beschiftigt die Zahlentheoretiker schon seit Jahrhunder-
ten.

In diesem Zusammenhang stellt sich zunéchst die Frage,
wie man die Primzahlen systematisch finden kann. Die
ilteste bekannte Losung ist das so genannte ,,Sieb des Era-
tosthenes®. Dieses Verfahren geht, wie der Name schon
vermuten lédsst, auf den Griechen Eratosthenes von Kyre-
ne (ca. 284 v. Chr. — 202 v. Chr.) zuriick.

Der Algorithmus, auf dem dieses Verfahren beruht, basiert
auf einer Liste, die die Zahlen des Intervalls von 2 bis N
enthilt. Beginnend mit der ersten Zahl werden dann deren
Vielfache aus der Liste gestrichen, bis die obere Intervall-
grenze erreicht ist. Danach wird mit der néchst hoheren
Zahl der Liste, die noch nicht gestrichen wurde, ebenso
verfahren. Der Algorithmus bricht ab, wenn man bei
der Zahl n = +/N angelangt ist. Die nach Abschluss
des Verfahrens verbliebenen Zahlen der Liste sind dann
prim.

Dieser Algorithmus wurde im Laufe der Zeit optimiert.
Die letzte dieser Optimierungen wurde von Atkin und
Bernstein entwickelt. Sie ist unter dem Namen ,,Sieb
des Atkin® in die Literatur eingegangen ([1]).

Auf der Basis derartiger Algorithmen konnen Tabellen er-
stellt werden, die die Anzahl der Primzahlen fiir — zumin-
dest theoretisch — beliebige Zahlenbereiche abdecken.
Um die Arbeit von Gaul} entsprechend wiirdigen zu kon-
nen muss man sich vor Augen fiihren, dass die Primzahlta-
bellen zu seiner Zeit weit weniger umfangreich waren, als
die, auf die wir heute zuriickgreifen konnen. Es bestand
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Abb. 2: Die Darstellung der Primzahlen bis 100 und bis 1000 als Treppenfunktion
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Tab. 1: Ubersicht iiber Entwicklung von Primzahlentafeln
(aus [2])

Name Jahr Zahlenbereich
L. Fibonacci 1202 P < 10?
F. van Schooten 1657 P<10*
J.G. Kriiger 1746 P < 10°
J.C. Burckhardt 1807/1814 P < 3%10°
Z. Dase 1862 6%10° < P < 9%10°
J. Glaisher 1879/1883 3%10° < P < 6%10°
D.N. Lehmer 1909/1914 P < 107

dariiber hinaus auch gar keine Veranlassung, diese Tabel-
len zu erweitern, da deren praktischer Nutzen nicht zu er-
kennen war.

Von den zahlreichen Mathematikern, die sich mit der Er-
stellung von Primzahlentabellen beschéftigten sind einige
in Tabelle 1 aufgezdhlt. Ein Jahr, bevor Gaull geboren
wurde, publizierte Antonio Felkel eine Tabelle, die insge-
samt 408000 Primzahlen umfasste. Da die Tabelle fak-
tisch unverkéduflich war, wurden die weiteren Arbeiten
eingestellt. Unter den herausragenden Leistungen, die
auf diesem Gebiet erbracht wurden, ist abschlieend
noch die Arbeit von Kulik zu nennen, der nach zwanzig-
jéhriger Anstrengung eine Tabelle fiir Primfaktoren bis
100 Millionen erstellt hat. Die Ergebnisse wurden aller-
dings nie verdffentlicht.

Wie Tabelle 2 zeigt, wird der mittlere Abstand zwischen
den Primzahlen fiir grofer werdende Zahlenbereiche
ebenfalls immer grofer. D.h., die Anzahl der Primzahlen
nimmt ab. Im Intervall [2,1000] beispielsweise belduft
sich in Abstdnden von 100er Schritten ihre Anzahl auf
25, 21, 16, 16, 17, 14, 16, 14, 15 und wieder 14. Im In-
tervall [10 000 000, 10 001 000] dagegen unter den sonst
gleichen Bedingungen nur noch auf 2, 6, 6, 6, 5,4, 7, 10,9
und 6. Die Anzahl ist mithin nur noch etwa 1/3 so groB.
Ergiinzend zu den bisherigen Ausfiihrungen zu den Prim-
zahlen soll noch kurz auf die so genannte Primfaktorzer-
legung, also der Zerlegung einer Zahl N in ihre Primfak-

Tab. 2: Die Anzahl und der mittlere Abstand zwischen den
Primzahlen

Zahlenbereich Anzahl Primzahlen Mittler Abstand
10 4 25
107 25 4,0
103 168 6,0
10* 1229 8,1
10° 9592 10,4
109 78498 12,7
107 664579 15,0
108 5761455 174
10° 50847534 19,7
10'0 455052511 22,0
348

toren eingegangen werden. Auch auf diesem Gebiet waren
viele Mathematiker titig. Ein frither Ansatz zur systema-
tischen Zerlegung einer Zahl in ihre Primfaktoren wurde
von Pierre de Fermat (1601 — 1665) entwickelt. Weitere
Arbeiten gehen auf Leonhard Euler (1707 — 1783) und auf
Legendre zuriick, um hier nur einige der bekanntesten
Mathematiker auf diesem Gebiet zu nennen. Legendre
wird uns spiter in einem dhnlichen Zusammenhang noch-
mals beschiftigen.

3 Der erste Ansatz von GauB

Es wurde bereits gesagt, dass es nicht moglich ist, das
Auftreten von Primzahlen vorherzusagen. Gaufl nahm
das zur Kenntnis und stellte sich die Frage, ob nicht we-
nigstens die Anzahl der zu erwartenden Treffer fiir ein be-
stimmte Intervall vorhergesagt werden kann. Der Idee
liegt somit ein statistischer Ansatz zu Grunde. Dieser
geht davon aus, dass iiber den Einzelfall keine genaue
Aussage getroffen werden kann, dass dies aber {iiber
eine geniigend grofle Anzahl bzw. iiber ein geniigend gro-
Bes Intervall doch moglich sein konnte.
Die letzte Spalte in Tabelle 2 stiitzt diese Auffassung, denn
sie macht deutlich, dass mit Anwachsen des Zahlenraums
der mittlere Abstand der Primzahlen von einer Zehnerpo-
tenz zur nichsten einem gewissen Gesetz zu geniigen
scheint. Denn die Differenz zwischen 10% und 10 * ! ist
zumindest im angegebenen Zahlenraum bis 10'" (ab
der Zahl 10000) konstant, sofern man sich bei der Zahlen-
darstellung auf die erste Nachkommastelle beschriinkt.
Auf der Grundlage dieser Feststellung vermutete Gaul3
einen Zusammenhang zwischen dem Auftreten von Prim-
zahlen und dem natiirlichen Logarithmus. Zur Ermittlung
der Anzahl der Primzahlen im Intervall [2,x] fand Gauf3
die nachstehende Gleichung:

X

(x) og(x)”

Wobei in dieser Formel der Buchstabe 7 nicht fiir die
Kreiszahl, sondern fiir die Anzahl der Primzahlen steht.
Der Logarithmus im Nenner bezeichnet den natiirlichen,
wie weiter oben bereits erwihnt wurde. Diese Gleichung
muss allerdings als eine erste Nédherung betrachtet wer-
den, die Gaul3 weiter verbesserte. In der nachstehenden
Tabelle sind fiir einige Zahlenbereiche der tatsidchliche
und der nach Gaull berechnete Wert gegeniibergestellt.
Die letzte Spalte dieser Tabelle, die das Verhiltnis aus ge-
schitzter und tatsdchlicher Anzahl von Primzahlen wie-
dergibt, scheint sich zumindest im angegebenen Bereich
dem Grenzwert 1 zu nihern.

Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) publizierte im Jahr
1808 eine iiberarbeitete Fassung einer bereits 10 Jahre zu-
vor erschienen Arbeit, mit dem Titel Théorie des Nomb-
res, worin er die Vermutung duferte, dass sich die Anzahl
der Primzahlen in einem bestimmten Zahlenbereich nach
der Formel

X

(%) = ) = 1.08366
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Tab. 3: Die tatsichliche und die angendherte Anzahl der Primzahlen

X n(x) x/In(x) Verhiltnis
10! 4 4 1,000
10? 25 22 0,880
10° 168 145 0,863
10* 1229 1086 0,880
101 455052511 434294482 0,954
10 4118054813 3948131653 0,959
1012 37607912018 36191206825 0,962
10% 2220819602560918840 2171472409516259138 0,978
10 21127269486018731928 20680689614440563222 0,979

approximieren lisst. Tatsdchlich war die von Legendre
vorgestellte Formel im Zahlenbereich bis 10° besser,
als die, die Gaul} vorgeschlagen hatte. In der nachstehen-
den Tabelle sind die Ergebnisse gegeniibergestellt.

Im direkten Vergleich schien damit die Gleichung von Le-
gendre der von Gauf deutlich iiberlegen zu sein. Denn
selbst im Zahlenbereich bis 10° betrug die nach dem An-
satz von Legendre ermittelte Differenz zwischen der ge-
schitzten und der berechneten Anzahl der Primzahlen
dem Betrag nach lediglich 45, wihrend sie sich bei
dem nach Gauf} berechneten Algorithmus auf 6116 belief.
An dieser Stelle lohnt es sich, einen Blick auf Tabelle 1 zu
werfen. Auch wenn diese Zusammenstellung nur einen
groben Uberblick iiber die Art und Aufbau der Primtabel-
len gibt, so wird dennoch deutlich, dass zum betrachteten
Zeitpunkt keine Tabellen jenseits der Grenze 10° verfiig-
bar waren. Damit sprach alles fiir den Ansatz von Legen-
dre. Dennoch hatte der Formalismus von Legendere einen
entscheidenden Nachteil. Der Faktor von 1.08633 war
nicht zu erklédren.

Erst die Berechnung umfangreicherer Primzahltabellen
zeigte auf, dass der relative Fehler ab 107 anstieg. Den-
noch ist der Ansatz von Legendre dem von Gauf} auch
im Zahlenbereich bis 10?° noch iiberlegen. Denn der Be-
trag der Differenz spricht immer noch fiir den Formalis-
mus von Legendre.

Tab. 4: Die Gegeniiberstellung der Ansdtze von Gauf} und
Legendre

X 7(X) x/In(x) x/(In(x) — 1,08633)
(Gauss) (Legendre)
10! 4 4 8
10? 25 21 28
103 168 144 172
10* 1229 1085 1231
105 9592 8685 9588
10° 78498 72382 78543
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4 Das Logarithmische Integral

GauB hielt allerdings an seiner urspriinglichen Idee fest
und fasste sie noch weiter bzw. allgemeiner. Denn sein
nichster Ansatz ging davon aus, dass die Dichte fiir grof3e
Primzahlen etwa 1/In(x) ist. Er schloss dies u.a. aus der
Tatsache, dass die Treppenfunktion fiir grole Zahlenbe-
reiche erstaunlich glatt ist. Damit kann die Anzahl der
Primzahlen 7 (x) durch die Reihensumme

() 1 1 . 1
n(x) ~

log(2) * log(3) log(x)
approximiert werden. Gauf3 entwickelte daraus das so ge-
nannte Logarithmische Integral Li mit

Li dt
)= | gt

2
In Tabelle 5 sind die Werte, die auf der Basis der Reihen-
summe, denen, die auf der Basis des Logarithmischen In-
tegrals berechnet worden sind, gegeniibergestellt.
Es zeigt sich dabei, dass die Differenz der Ergebnisse zwi-
schen der Berechnung mit dem Logarithmischen Integral
und der Reihensumme im Zahlenbereich 10'? relativ grof
wird. Dies ist vor allem auf das numerische Rauschen bei
der Berechnung zuriick zu fithren. Denn zum einen steigt
die Anzahl der Rechenoperationen zur Bestimmung der
Reihensumme enorm an und zum anderen wird die Sum-
me selbst immer grofier, wihrend demgegeniiber der Quo-
tient von 1/In(x) immer kleiner wird, so dass Probleme
hinsichtlich der Exaktheit der Rechenoperationen entste-
hen. Ab diesem Zahlenbereich ist das Ergebnis, das auf
der Basis des Integrals berechnet wurde sicherlich exak-
ter.
Trigt man die Werte von 7(x) (gepunktet) und dem Lo-
garithmischen Integral (rot durchgezogen) liber dem be-
trachteten Zahlenbereich auf und vergleicht die beiden
Graphen, dann stellt man eine erstaunliche Ubereinstim-
mung im gesamten Verlauf bis 10?! fest.
Wie Tabelle 5 zeigt, ist das Verhiltnis aus tatséchlicher
Anzahl der Primzahlen und der durch das Logarithmische
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Tab. 5: Die Gegeniiberstellung von Reihensumme und
Logarithmischem Integral

Zahlenbereich | Reihensumme Logarithm. 7 (X)
Integral
10! 6 5 4
10? 30 29 25
103 177 177 168
104 1246 1245 1229
10° 9630 9629 9592
10° 78627 78627 78498
107 664918 664917 664579
108 5762209 5762208 5761455
10° 50849235 50849234 50847534
100 455055614 455055614 455052511
10! 4118066401 4118066400 4118054813
10" 37607951957 | 37607950280 | 37607912018

Integral approximierten Anzahl immer kleiner als 1. Gaul3
vermutete darin eine zweite GesetzmifBigkeit. Diese be-
sagte, dass die durch Li(x) geschitzte Anzahl der Prim-
zahlen immer groBer ist als die tatsdchliche. In diesem
Fall erwies sich der Instinkt von Gauf} als triigerisch,
denn diese zweite Vermutung ist heute widerlegt. S. Ske-
wes konnte 1933 als Erster eine obere Schranke fiir x an-
geben, unterhalb derer auf jeden Fall Li(x) — p(x) <0
gelten muss ([3] bzw. [4]).

J. E. Littlewood hat sogar bewiesen, dass die obige Dif-
ferenz beliebig oft positive als auch negative Werte anneh-
men kann. Allerdings ist der Satz von Littlewood lediglich
ein Existenzsatz. D.h., es konnte bislang noch kein x an-
gegeben werden, fiir das die Differenz Li(x) — p(x) tat-
sdchlich negativ wird.

In diesem Zusammenhang ist weiterhin interessant, einen
Vergleich zwischen den Ergebnissen, die man durch die
Berechnung mit dem Logarithmischen Integral und de-
nen, die man durch den Ansatz von Legendre erhilt,
durchzufiihren. Auch hier zeigt es sich wieder, dass
sich der Vorteil des statistischen Ansatzes erst bei grofien
Zahlenbereichen bemerkbar macht. Bleibt man im Be-
reich der Primzahltabellen, wie sie zu Zeiten von Gauf3
iiblich waren, dann bleibt der Legendresche Ansatz (unter
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Abb. 3: Das Logarithmische Integral und p(x) als Graph

dem Gesichtspunkt der absoluten Genauigkeit betrachtet)
der bessere. Erst im Zahlenraum ab 107 erweist sich das
Logarithmische Integral als iiberlegen.

Noch deutlicher wird der Unterschied zwischen den bei-
den Ergebnissen, wenn man den relativen Fehler betrach-
tet. Wihlt man exemplarisch die beiden Zahlenbereiche
von 10° und 108 aus, dann steigt der relative Fehler bei
dem Berechnungsverfahren nach Legendre von 0,6 Pro-
mille auf 1,1 Promille an. Im Vergleich dazu wird der re-
lative Fehler unter Anwendung des Logarithmischen In-
tegrals kontinuierlich geringer, erreicht bei 10° den Wert
von 1,6 Promille und vermindert sich weiter, bis er bei 108
auf 0,1 Promille abfillt.

5 Zusammenfassung

Zahlreichen Lesern wird sicherlich die Anekdote bekannt
sein, wonach der neunjidhrige Gauf} seinen Lehrer Biittner
dadurch verbliiffte, dass er die Summe der Zahlen von 1
bis 100 (anderen Quellen zu Folge die von 1 bis 60) in nur
wenigen Minuten berechnete (z.B. [6]). Er entdeckte da-
bei die so genannte Summenformel 0,5%n*(n + 1), die
schon den Griechen bekannt war. Die hier vorgestellte
Vermutung stellt demgegeniiber eine Pionierarbeit dar,
deren Tragweite erst spiter aufgedeckt wurde.

Das, was ehemals als die Gaulsche Vermutung bezeichnet
wurde, ist heute ein Anachronismus, denn die Vermutung
hat sich zwischenzeitlich als wahr bzw. richtig erwiesen.

Tab. 6: Der Vergleich zwischen Logarithmischem Integral und der Gleichung von Legendre

Zahlenbereich x/(In(x) — 1,08633) (1) | Logarithm. Integral (2) p(x) (3) 3)—(1) 3) -2
10! 8 5 4 —4 -1
10 28 29 25 -3 —4
103 172 177 168 —4 -9
10* 1231 1245 1229 -2 —16
10° 9588 9629 9592 4 —-37
100 78543 78627 78498 —45 — 129
107 665140 664917 664579 — 561 — 338
108 5768004 5762208 5761455 — 6549 — 753
350 AVN 10/2008
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Zwei Mathematiker — Jacques Salomon Hadamard sowie
Charles Jean Gustave Nicolas Baron de la Vallée Poussin
— haben nahezu zeitgleich, aber unabhingig voneinander,
im Jahr 1896 den Nachweis erbracht, dass der nachstehen-
de Zusammenhang

m(x)

li 2
xl»rglc In (X)

gilt. Diese Gleichung ist heute unter dem Namen Prim-
zahlsatz bekannt. Die GauBlsche Vermutung war somit
keine Vermutung mehr, sie war bewiesen.

Gauf} hatte damit im Alter von nur sechzehn Jahren —
moglicherweise war er sogar noch jlinger als er mit den
Arbeiten begonnen hat — intuitiv einen Zusammenhang
erkannt, dessen Richtigkeit erst etwa 100 Jahre spiter be-
wiesen werden konnte. Er hatte damit ein weiteres Mal
gezeigt, dass er zu Recht den Titel ,,Fiirst der Mathema-
tiker* tréagt.
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Kurzfassung

Es wird die sogenannte Gaufsche Vermutung
vorgestellt, die einen elementaren Zusammen-
hang in der Zahlentheorie vorweg nimmt. Aus-
gehend von Primzahltabellen hat C. F. Gauf} im
Alter von etwa sechzehn Jahren eine Gleichung
entwickelt, die es erlaubt, die Anzahl der Prim-
zahlen in einem vorgegebenen Intervall zu be-
rechnen. Etwa 100 Jahre spiter konnte der
Formalismus bewiesen werden.

Abstract

The GauB conjecture is presented which is ele-
mentary in today’s number theory. At the age of
sixteen C.F. GauB} developed a formula to ap-
proximate the total number of prime numbers
within a given interval. About 100 years later the
formula was proved to be true.
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