Die Anwendung der
Wahrscheinlichkeitstheorie

M. Krystek

Die Liangemesstechnik ist sowohl fiir eine genaue
Fertigung, als auch fiir die Ingenieursforschung
wesentlich, denn sie beeinflusst unmittelbar die
Qualitiit gefertigter Produkte. Um nachzuweisen,
ob ein Produkt innerhalb der Spezifikations-
grenzen liegt und anschlieBend eine Entschei-
dung iiber seine Annahme oder Ablehnung
treffen zu konnen, muss die Messunsicherheit in
die Entscheidungsfindung mit einbezogen wer-
den. Diese Publikation behandelt das Hinter-
grundwissen, welches die Grundlage des GUM
bildet, aber heute immer noch nicht ausreichend
verstanden zu sein scheint.

1 Einleitung

Die industrielle Lingenmesstechnik beschiftigt sich unter
anderem mit der Messung der geometrischen Merkmale
von Werkstiicken. Dies schlieBt die Messung von Lage,
Orientierung, Form, Mal} (wie z.B. Abstand, Dicke und
Durchmesser), Oberflicheneigenschaften (wie z.B. Wel-
ligkeit und Rauheit), Defekte (wie z.B. Kantenausbriiche)
und das gegenseitige Verhiltnis von Geometrieelementen
eines Werkstiicks (wie Parallelitét, Orthogonalitidt, Wink-
ligkeit, Geradheit, Ebenheit, Rundheit, usw.) ein. Auch
die Lage und Orientierung von Werkstiicken zueinander
ist Gegenstand der industriellen Lingenmesstechnik.
Sie ist damit sowohl fiir eine genaue Fertigung, als
auch fiir die Ingenieursforschung wichtig, denn sie beein-
flusst unmittelbar das erreichbare Ergebnis.

Der Begriff Lingenmessung hat eine operationelle Defini-
tion, denn er bedeutet das Ergebnis einer Messung auf die
SI-Einheit der Lédnge, das Meter, zu beziehen, und zwar
durch eine ununterbrochene Kette von Vergleichen, die
alle eine angegebene Messunsicherheit haben miissen.
Daraus folgt unmittelbar, dass die Messunsicherheit
eine wesentliche Rolle in der Lingenmessung spielt.
Um festzustellen, ob ein Lingenmerkmal innerhalb vor-
gegebener Spezifikationsgrenzen liegt, wie sie z.B. durch
einen Konstrukteur auf einer technischen Zeichnung an-
gegeben worden sind, und anschlieBend eine Entschei-
dung iiber die Annahme oder Ablehnung eines Produkts
zu treffen, muss die Messunsicherheit in die Aufstellung
von Entscheidungskriterien mit einbezogen werden. In
der Industrie ist es heute bereits weitgehend akzeptiert,
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das Messunsicherheitsbudgets von zunehmender Wichtig-
keit fiir die Prozess- und Qualititskontrolle sind. Der Gui-
de to the Expression of Uncertainty in Measurement
[GUM 1993], auch kurz GUM genannt, gibt den Rahmen
fiir die Bestimmung von Unsicherheiten vor. Im Folgen-
den soll das wesentliche Hintergrundwissen diskutiert
werden, das die Grundlage des GUM bildet, aber heute
immer noch nicht ausreichend verstanden zu sein scheint.

2 Kommensurabilitit von Langen

Die geometrische Definition des Begriffs Linge ist der
euklidische Abstand von zwei Punkten im physikalischen
Raum. Um eine Ldnge zu messen, muss diese mit einer
bekannten Linge verglichen werden. Dieser Vergleich
macht es allerdings erforderlich, dass ein Bruchteil
oder ein Vielfaches der bekannten Lidnge genau in der
zu messenden Linge aufgeht. In einem solchen Fall sagen
wir, die beiden Léingen seien kommensurabel, anderen-
falls sie seien inkommensurabel. Demnach ist eine grund-
legende Forderung der Lingenmessung, dass die Lingen-
einheit mit jeder moglichen zu messenden Linge kom-
mensurabel sein muss. Aber so sinnvoll diese Forderung
auch ist, sie ist nicht erfiillbar.

Um diese eigenartige Aussage zu verstehen, stellen wir
uns z.B. vor, dass wir einige charakteristische Léangen
eines geometrisch idealen Wiirfels zu messen haben.
Die Linge der Raumdiagonalen des Wiirfels verhélt
sich zur Linge seiner Kanten wie v/3 : 1. Es ist aber wohl-
bekannt, dass v/3 eine irrationale Zahl ist. Das bedeutet,
das die Lingeneinheit bestenfalls entweder mit der Linge
der Kanten des Wiirfels oder mit der Lénge seiner Raum-
diagonale kommensurabel sein kann, aber nicht mit bei-
den Lingen gleichzeitig. Ein weiteres Beispiel wire die
Messung des Durchmessers eines geometrisch idealen Zy-
linders und der Linge seines Umfangs, die ja, wie allge-
mein bekannt ist, sich zueinander wie 1 : 7 verhalten, d.h.
auch hier tritt ein irrational Verhiltnis auf.

Man konnte nun argumentieren, dass es in beiden Fillen
ausreichend ist, nur eine der beiden beteiligten Lingen zu
messen, z.B. im ersten Fall die Kantenlénge des idealen
Wiirfels und im zweiten Fall den Durchmesser des idealen
Zylinders, und anschliefend die anderen interessierenden
Lingen durch Anwendung der gut bekannten Regeln der
Geometrie zu berechnen. Tatsdchlich ist dies aber kein
Ausweg, denn welche der Lingen auch immer zur Mes-
sung ausgewdhlt wird, sie konnte inkommensurabel mit
der Liangeneinheit sein; und nicht nur dass wir diese Tat-
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sache niemals wissen konnen, es gibt auch keinerlei Mog-
lichkeit zu priifen, ob die geforderte Kommensurabilitét
vorhanden ist oder nicht.

Die Schlussfolgerung ist demnach, dass wir uns mit der
Tatsache abzufinden haben, dass wir selbst unter idealen
Umstédnden nicht in der Lage sind, eine Linge genau zu
messen, oder besser gesagt, falls es zutreffen sollte, dass
wir sie zufillig genau messen, dann werden wir es nicht
wissen. Das bedeutet, dass wir eine unvermeidliche im-
manente Unsicherheit in der Langenmessung haben.
Die Aussage des letzten Absatzes kann als von rein philo-
sophischem Interesse angesehen werden, denn fiir jeden
praktischen Anwendungszweck konnen wir uns auf die
mathematische Tatsache stiitzen, dass jede irrationale
Zahl sich mit jeder beliebigen Genauigkeit durch eine ra-
tionale Zahl approximieren ldsst, d.h. wenn wir nur die
Léngeneinheit mit einer gewissen Genauigkeit kennen,
dann koénnen wir im Prinzip jede beliebige Linge mit
einer vergleichbaren Genauigkeit messen, was bedeutet,
dass wir unsere Lingenmessung so genau machen kon-
nen, wie wir nur wiinschen. In der Praxis ist also die Gren-
ze der Genauigkeit ausschlieBlich durch die Genauigkeit
gegeben, mit der die Lingeneinheit bekannt ist.

3 Information und Wahrscheinlichkeit

Es gibt natiirlich zahlreiche andere Einfliisse, wie z.B. die
Umgebungstemperatur, die wesentlich ernster zu neh-
mende Beitridge zur Messunsicherheit in der Langenmess-
technik liefern, als die immanente Unsicherheit, die im
vorhergehenden Abschnitt diskutiert worden ist. Aller-
dings kann diese besondere Unsicherheit als ein gutes Bei-
spiel fiir eine systematische Abweichung dienen, die im
Prinzip unbekannt ist, weil, wie wir bereits gesehen ha-
ben, diese Abweichung auftreten kann, aber nicht notwen-
digerweise auftreten muss.

Wenn wir nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dass eine
derartige systematische Abweichung von Null verschie-
den ist, dann konnen wir uns sicherlich nicht auf die Wahr-
scheinlichkeitsdefinition stiitzen, die auf der Vorstellung
wiederholter Experimente beruht, wie dies iiblicherweise
in der orthodoxen Statistik getan wird, denn zum Einen
macht es keinen Sinn sich unendlich oft wiederholte Ex-
perimente vorzustellen, welche zwar denkbar sind, aber
niemals durchgefiihrt werden, und zum Anderen, selbst
wenn sie durchfiihrbar wiren, wiirden wir nur die Haufig-
keitsverteilung beziiglich der Wiederholbarkeit unseres
Experiments erhalten, die uns keinerlei Informationen
iiber den Wert unserer speziellen systematischen Abwei-
chung liefern wiirde, vorausgesetzt sie ist tiberhaupt vor-
handen.

Im Gegensatz zu der orthodoxen Statistik beruht die
Wahrscheinlichkeitsdefinition in der Bayes-Statistik auf
der wie auch immer vorhandenen Kenntnis, welche wir
iiber die betrachtete Situation besitzen, selbst wenn
kein zufilliger Prozess im Spiel ist. Dies allein ermoglicht
uns die Behandlung systematischer Abweichungen.

Wir konnen versuchen, diese Aussage ein wenig klarer zu
machen, indem wir unser Beispiel einer idealen Lingen-
messung verwenden. Wir wollen zunédchst annehmen,
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dass die zu messende Linge kein rationales Vielfaches
der Liangeneinheit ist. Wir entscheiden nun, wie wir diese
irrationale Zahl durch eine rationale Zahl approximieren,
wobei wir hochstens eine Lingenabweichung ¢ zulassen
wollen. Folglich fithren wir wissentlich eine systemati-
sche Abweichung ein, welche allerdings den absoluten
Wert |¢| nicht iiberschreitet, d.h. die systematische Abwei-
chung nimmt einen gewissen Wert aus dem reellen Inter-
vall (—e, +e¢) an, kann aber nicht Null sein. Wenn wir nun
die Annahme fallenlassen, dass wir wissen, ob die zu mes-
sende Linge ein irrationales Vielfaches der Langeneinheit
ist oder nicht, dann nimmt die systematische Abweichung
immer noch einen Wert aus dem reellen Intervall
(—¢&, +¢) an, aber in diesem Fall ist der Wert Null genauso
wahrscheinlich, wie jeder andere Wert innerhalb dieses
Intervalls. Auf der Grundlage unserer Kenntnis ordnen
wir folglich jedem Wert aus dem reellen Intervall
(—e, +¢) die gleiche Wahrscheinlichkeit zu, als unsere
systematische Abweichung auftreten zu konnen, d.h.
wir legen eine rechteckformige Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktion (Gleichverteilung) fest, die mit unserer Kennt-
nis im Einklang ist, aber ansonsten so uninformativ ist wie
nur irgend moglich.

Dieses Beispiel demonstriert, auf welche Weise es die
Bayes-Statistik im Prinzip erlaubt, einer Kenntnis {iber
systematische Effekte eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
zuzuordnen. Tatsidchlich war die Moglichkeit, dazu in der
Lage zu sein, systematische Messabweichungen in konsi-
stenter Weise zu behandeln, der Grund fiir die Einfiihrung
des GUM, der hauptsichlich auf der Bayes’schen Theorie
der Messunsicherheit [WEISE & WOGER 1992] beruht. Die
frither verwendete Fehlerrechnung, welche auf der ortho-
doxen Statistik beruht, war dagegen nicht in der Lage, der-
artige Probleme zu behandeln.

In der Bayes-Statistik sind Wahrscheinlichkeiten stets be-
dingte Wahrscheinlichkeiten, denn sie beruhen auf den In-
formationen, welche wir unter den jeweils vorhandenen
Umstdnden in einer bestimmten Situation besitzen. In
der Langenmesstechnik, wie auch auf jedem anderen Ge-
biet der Messtechnik, gibt es im Prinzip zwei verschiede-
ne Arten von Informationen. Die eine ist iiblicherweise
bereits vorhanden, bevor irgendeine Messung ausgefiihrt
worden ist, wihrend die andere aus den gemessenen Da-
ten abgeleitet wird. Der einzige Grund, warum wir iiber-
haupt Messungen vornehmen ist, weil wir unsere Kennt-
nis vergroBern wollen.

Die Information, welche wir besitzen, noch bevor irgend-
eine Messung durchgefiihrt worden ist, d.h. was wir a
priori wissen, ist manchmal sehr umfassend und sollte
folglich sicherlich nicht ignoriert werden. Dies ist, neben-
bei gesagt, was gemeint ist, wenn im GUM gefordert wird
alle zur Verfiigung stehenden Informationen in das Mes-
sunsicherheitsbudget mit einzubeziehen. Die Information,
nachdem wir einige Messdaten erhalten haben, d.h. was
wir a posteriori wissen, ist gewohnlich, im Vergleich
zur Information die wir vorher hatten, durch die Messung
vergrofert worden, es sei denn, die neue Information ist
inkonsistent mit unseren Vorkenntnissen. Wenn der letz-
tere Fall eintritt, miissen wir in Betracht ziehen, dass unser
Modell moglicherweise falsch ist oder noch verbessert
werden sollte.
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In der Bayes-Statistik sind den a priori bzw. den a posteriori Kenntnissen
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen zugeordnet, die als Prior-Verteilung
bzw. Posterior-Verteilung bezeichnet werden. Diese beiden Funktionen sind
durch das Bayes’sche Theorem miteinander verbunden, das fiir eine einzelne
GroBe durch die Beziehung

p(X|x) = Cp(x|X)p(X) (1)
gegeben ist, wobei X die betrachtete GroBe, x = (xi,. .. ,xn)T ein Vektor, der
die n gemessenen Daten reprisentiert, p(X) die Prior-Verteilung, p(X|x) die
Posterior-Verteilung, p(x|X) die so genannte Likelihood-Funktion und C
eine Normierungskonstante sind. Die Likelihood-Funktion ist ein Maf} fiir
die Wahrscheinlichkeit die Daten x zu erhalten, wenn die Grofe X bekannt
ist. Das Bayes’sche Theorem zeigt sehr gut, wie die fiir eine gewisse Grofle
vorhandene Prior-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion durch die Information,
welche in den durch die Messung erhaltenen Daten vorhanden ist, tiber die
Likelihood-Funktion modifiziert wird, um so schlieflich die Posterior-Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion dieser Grofle zu erhalten.

Ublicherweise, insbesondere in der Forschung, hat die Likelihood-Funktion
ein sehr scharfes Maximum, wodurch die hohe Relevanz der Daten angezeigt
wird, wihrend die Prior-Verteilung sehr oft vergleichsweise flach verlduft,
weil unser Vorwissen noch sehr gering ist. Die Posterior-Verteilung wird
also durch die Likelihood-Funktion dominiert, d.h. durch die Messdaten. In
einigen Fillen allerdings, zum Beispiel fiir einen Prozess in der Massenpro-
duktion, der gut unter Kontrolle ist und demnach als ausreichend stabil bekannt
ist, hat die Prior-Verteilung ein sehr scharfes Maximum und die durch die Prii-
fung des Werkstiicks erhaltenen Daten erhohen die Information, welche man
bereits besitzt, nicht sehr viel. Unter derartigen Umstédnden ist die Posterior-
Verteilung durch die Prior-Verteilung, anstatt durch die Likelihood-Funktion,
dominiert und es ist moglich (und vielleicht aus 6konomischen Griinden emp-
fehlenswert), die Unsicherheit eines bestimmten Geometrieelements des
Produkts abzuschitzen, ohne iiberhaupt eine Messung durchzufiihren. Dies
scheint auf den ersten Blick befremdlich zu sein, ist aber im Sinne der
Bayes-Statistik vollkommen in Ordnung und entspricht damit auch dem
GUM, der auf ihr beruht. Die Idee hinter dieser Vorgehensweise ist, dass
es keine Rolle spielt, auf welche Weise wir unsere Information erhalten haben,
es zdhlt ausschlieBlich, dass die Information giiltig, problemgerecht und aus-
reichend ist, um in unser Messunsicherheitsbudget mit einbezogen zu werden.
Dies erlaubt es uns, Messergebnisse zu verwenden, welche vorher durch An-
dere oder an anderen Orten erhalten worden sind, welche in Kalibrierscheinen,
Tabellen iiber Materialeigenschaften, wissenschaftlichen Publikationen, Pro-
tokollen von Produktionsprozessen, oder dhnlichen Dokumentationen angege-
ben worden sind. Wir konnten sogar Expertenwissen nutzen, vorausgesetzt,
wir sind vorsichtig genug keine bedenkliche Information zu verwenden,
was der Regel der Bayes-Statistik widersprechen wiirde, dass man nicht raten
soll, aber alle vorhandenen Tatsachen verwenden soll.

Nachdem nun versucht worden ist, einige der Vorteile der Bayes-Theorie und
insbesondere die Verwendung des Bayes’schen Theorems fiir statistische
Schlussfolgerungen und die Datenauswertung aufzuzeigen, miissen wir etwas
dariiber sagen, wie die Prior-Verteilung und die Likelihood-Funktion erhalten
werden konnen.

Wir haben oben bei dem Beispiel der idealen Lingenmessung gesehen, wie
Information einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion zugeordnet werden
kann. Natiirlich wiirden die meisten Leute es nicht fiir falsch halten, jedem
Wert aus einem gegebenen Intervall die gleiche Wahrscheinlichkeit zuzuord-
nen, wenn ein Wert genausogut moglich ist, wie der andere, und keine weitere
Information vorhanden ist. Dies folgt aus dem wohlbekannten Prinzip des
unzureichenden Grundes oder dem so genannten Bayes-Laplace-Postulat
[LapLAce 1814]. Was wir oben intuitiv getan haben, ldsst sich mathematisch
durch die Anwendung des Prinzips der maximalen Entropie [JAYNEs 1957] ver-
allgemeinern. Um die Likelihood-Funktion p(x|X) zu erhalten, vorausgesetzt
die Prior-Verteilung ist auf irgend eine Weise bereits bekannt, verwendet dieses
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Abb. 1: Zum Bayes’schen Theorem

Prinzip die Variationsrechnung nach Lagrange, um die In-
formationsentropie [SHANNON 1948]

S=— jp<x>p<x|x>logp<x|x>dx, 2)

zu maximieren, unter der iiblichen Normalisierungsbedin-
gung, dass das Integral iiber die gesuchte Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion gleich Eins sein muss, wie dies natir-
lich fiir jede Wahrscheinlichkeitsdichte gefordert werden
muss, und, so weit anwendbar, weiteren Nebenbedingun-
gen, welche die Information représentieren, die fiir die
spezielle Messaufgabe vorhanden ist.

Ein wichtiger Punkt, der hier erwihnt werden muss, ist das
Modell des physikalischen Messverfahrens, das immer als
einer der wichtigsten Anteile unserer vorhandenen Kennt-
nisse mit einbezogen werden muss. Das Modell kann ent-
weder durch eine oder mehrere mathematische Gleichun-
gen und Relationen gegeben sein, oder genauso gut durch
eine algorithmische Sperzifikation oder ein geeignetes
Computerprogramm. Die letztere Moglichkeit wird iibli-
cherweise gewihlt, wenn die Monte-Carlo-Methode ver-
wendet wird, um die Messunsicherheit zu bestimmen.
Diese Methode wird seit Kurzem durch das Erscheinen
eines neuen Supplements zum GUM [ISO 2006] besser
unterstitzt.

Das Prinzip der maximalen Entropie wurde in der Vergan-
genheit bereits erfolgreich auf viele Probleme angewen-
det, es bleibt aber immer noch die Schwierigkeit, die not-
wendige Prior-Verteilung festzulegen. In den meisten Fil-
len wird lediglich eine konstante Prior-Verteilung gewihlt
[JerrrEYS 1939], aber andere Moglichkeiten sind ebenfalls
in der Literatur diskutiert worden [JAYNES 1968].

4 Erwartungswert und Unsicherheit

Nach der Bayes’schen Theorie der Messunsicherheit ist
die Posterior-Verteilung die mathematische Reprisentati-
on des Zustands der Kenntnis beziiglich des Wertes der
interessierenden MessgroBen, nachdem die Messung
durchgefiihrt worden ist. Alle diese Groflen betreffenden
interessierenden Werte konnen unmittelbar aus ihrer
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion erhalten werden.
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Wenn wir die MessgroBe mit X, ihre Posterior-Verteilung
mit p(X|x) und ihre Daten durch x bezeichnen, lassen sich
zwei Werte spezifizieren, die von unmittelbarem Interesse
sind. Der erste ist der so genannte Erwartungswert von X

EX = JXp(X|x)dX, (3)

und der zweite ist die Varianz der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion, gegeben durch

VarX = E(X — EX)*. (4)

Dieser Wert ist ein MaB fiir die Dispersion der Posterior-
Verteilung um den Erwartungswert der betrachteten Gro-
Be.

Die Posterior-Verteilung enthélt auch Informationen iiber
denjenigen Wert, welcher als der beste Schitzwert fiir den
wahren Wert der Messgrofle angesehen werden kann.
Nach den heutigen internationalen Konventionen, ist
als bester anzugebender Schitzwert der Wert anzusehen,
um den die Streuung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion am kleinsten ist, d.h. um den die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion am stirksten konzentriert ist [Gauss 1809].
Wenn wir einen beliebigen Wert, sagen wir &, auswihlen,
dann ist die Dispersion der Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion um diesen Wert gegeben durch

E(X — &) = VarX + (EX — &)%. (5)

Offenbar hat die Dispersion ein Minimum fiir ¢ = EX.
Demnach ist die Dispersion bei diesem speziellen Wert
gleich der Varianz der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.
Die einem beliebigen Wert & zugeordnete Messunsicher-
heit ist als Quadratwurzel der Dispersion definiert, d.h.
durch

u(é) = \JE(X — &), (6)

Deshalb ist die kleinstmogliche Messunsicherheit u(x)
dem besten Schitzwert x = EX zugeordnet, wie dies
auch im GUM angegeben ist. Die kleinstmogliche Mes-
sunsicherheit wird als Standardmessunsicherheit bezeich-
net.

In der Langenmesstechnik wird, hauptséchlich verursacht
durch Umgebungseinfliisse, wie z.B. Temperaturinderun-
gen oder andere so genannte EinflussgroBen, hiufig die
Grofle

Y = X + Xy (7)

anstelle der interessierenden Messgrof3e X gemessen, wo-
bei xgyy als systematische Messabweichung bezeichnet
wird. Um also den besten Schiatzwert der interessierenden
GroBe X zu erhalten, miissen wir unseren Messwert um
die systematische Abweichung korrigieren, vorausge-
setzt, dass dieser Wert bekannt ist. Dies wird auch im
GUM empfohlen. Die dem Erwartungswert EX zugeord-
nete Standardmessunsicherheit ist

w2 (y) + u? (Xoyst)- (8)

Diese Gleichung ist allerdings nur dann giiltig, wenn die
empfohlene Korrektur beziiglich einer bekannten syste-
matischen Abweichung durchgefiihrt worden ist. Wenn
dies absichtlich, aus welchem Grund auch immer, unter-

u(x) =
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blieben ist, muss die Unsicherheit erhoht werden, indem
man den quadrierten Wert der systematischen Abwei-
chung zu den Termen unter der Quadratwurzel in der Glei-
chung (8) addiert [LIRA & WOGER 1998]. Es ist zwingend
notwendig sich an diese Vorschrift zu halten, um die Kon-
formitidt der Unsicherheitsfortpflanzung sicherzustellen,
denn nur diese garantiert die Riickfiihrbarkeit auf die
SI-Einheit der Linge.

Es soll hier noch angemerkt werden, dass, vorausgesetzt
eine bekannte systematische Messabweichung ist tatsich-
lich vorhanden und diese hat zufélligerweise den Erwar-
tungswert Null, wir immer noch die zugeordnete Unsi-
cherheit beriicksichtigen miissen, denn diese Unsicherheit
verschwindet nicht, auler wenn die systematische Mess-
abweichung vollstindig bekannt wire, eine Annahme, die
niemals gerechtfertigt werden kann.

5 Korrelationen

Wenn zwei Groflen X und Y (vollstindig oder teilweise)
korreliert sind, dann konnen wir ihre Kovarianz

CovXY =E(X —x)(Y —y), 9)

einfiihren, welche eine Verallgemeinerung der durch die

Gleichung (3) gegebenen Varianz darstellt. Kovarianzen

sind ein Maf fiir Paarkorrelationen der entsprechenden

GroBen X und Y. Ublicherweise werden Varianzen und

Kovarianzen in einer Matrix zusammengefasst, welche

als Unsicherheitsmatrix oder Kovarianzmatrix bezeichnet

wird.

In den folgenden Fillen sind die Werte einer Messgrofie

voneinander abhingig:

o Die Werte werden mit dem gleichen Messgerit gemes-
sen.

@ Die Werte werden mit unterschiedlichen Messgeriten
gemessen, aber es wird das gleiche Normal zur Kali-
brierung verwendet.

o Eine Reihe von Messwerten wird gefiltert.

o Die Werte werden unter Verwendung derselben Infor-
mation berechnet.

Wir wollen als Beispiel fiir die Auswirkung einer Korre-

lation von Messwerten den Fall einer systematischen

Messabweichung xgys betrachten. Es seien n Werte mit

dem gleichen Messinstrument gemessen, das eine syste-

matische Abweichung besitzen soll, die bekannt ist.

Das Modell lautet in diesem Fall

Yi:Xi+Xsyst7 izl,...,l’l. (10)
Fiir unabhéngige, normalverteilte Groflen
X;(i=1,...,n) erhalten wir dann fiir die den GroBen
Y; zugeordneten Standardunsicherheiten

u(y) = /12 (0) + 2 (xge), P= 1, (1)
und fiir die Kovarianzen der Grofien Y;

CovY,V; = u*(xgye), i#Jj, ij=1,...,n (12)
Die systematische Messabweichung fiihrt also auch dann
zu einer Korrelation der Groen Y; (i = 1,...,n), wenn

sie korrigiert worden ist, bzw. wenn EX g = 0 ist!
Fiir die Unsicherheit des Mittelwerts
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_ 1<&

Y=- Y; 13
" ; (13)

erhalten wir

_ 1 &

u(y) = \/—Zm 12ty (14)

Man sieht dann unmittelbar, dass

lim u(3) = u(xy) (15)

gilt, d.h. fiir eine grole Anzahl von Messungen geht die
Standardunsicherheit des Mittelwertes asymptotisch ge-
gen die Unsicherheit der systematischen Abweichung.
Die Unsicherheit des Mittelwerts wird mit zunehmender
Anzahl von Messwerten immer stirker durch die Unsi-
cherheit der systematischen Abweichung dominiert!

6 Konfidenzhereiche

Nachdem wir den Erwartungswert und die ihm zugeord-
nete Standardunsicherheit berechnet haben, sind wir daran
interessiert auch zu wissen, wieviel Vertrauen wir in un-
sere Ergebnisse haben konnen. Tatsdchlich mochten wir
gerne wissen, wie wahrscheinlich es ist, den Wert der
Messgrofie innerhalb eines gewissen Intervalls um den Er-
wartungswert herum zu finden.

Es ist natiirlich aus der Definition der Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion klar, dass der Wert der Messgrofle
mit Sicherheit innerhalb des Geltungsbereichs der Poste-
rior-Verteilung liegt, denn das Integral iiber dieses spe-
zielle Intervall erstreckt ergibt stets Eins. Wenn wir das
Integrationsintervall symmetrisch um den Erwartungs-
wert der jeweiligen Grofle herum einschrinken, werden
wir natiirlich eine geringere Wahrscheinlichkeit dafiir er-
halten, den Wert der Messgrofie innerhalb dieses kleineren
Intervalls zu finden, d.h.

EX+U

p(X[x)dX (16)

o =
EX-U

lasst sich als die Wahrscheinlichkeit dafiir ansehen, den
Wert der MessgroBe innerhalb des Intervalls
(EX — U, EX + U) zu finden, wobei p(X|x) die Posteri-
or-Verteilung der GroBe X ist, wenn die Daten x gegeben
sind, und U legt die symmetrischen Grenzen des betrach-
teten Intervalls um den Erwartungswert fest. Wenn wir
nun eine gewisse Wahrscheinlichkeit o festlegen, welche
Uberdeckungswahrscheinlichkeit (Grad des Vertrauens)
genannt wird, dann werden wir dazu ein gewisses Inter-
vall erhalten, das dieser Wahrscheinlichkeit eindeutig zu-
geordnet ist und Konfidenzbereich genannt wird, indem
wir den Wert U nach der Gleichung(16) berechnen.
Aus diesen Erkldarungen wird somit klar, das der Konfi-
denzbereich ein Intervall ist, welches mit einer festgeleg-
ten Wahrscheinlichkeit den Wert der Messgrof3e enthalten
kann, aber ihn nicht zwangsldufig enthalten muss. Diese
Definition ist offensichtlich unterschiedlich von der durch
die orthodoxe Statistik gegebenen Definition, denn sie be-
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Abb. 2: Die Abhingigkeit des Erweiterungsfaktors k von der
Uberdeckungswahrscheinlichkeit fiir zwei unterschiedliche
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

ruht nicht auf einer Haufigkeitsverteilung der Messgrofie,
sondern statt dessen auf der Posterior-Verteilung, also ne-
ben der aus den Messdaten erhaltenen Information auch
auf dem gesamten Vorwissen.

Ungliicklicherweise ist der Wert U durch Konvention {iber
die Gleichung U = ku zur Standardunsicherheit # in Re-
lation gesetzt worden und wird im GUM erweiterte Un-
sicherheit genannt. Diese Bezeichnung ist allerdings irre-
fiihrend, denn aus den vorhergehenden Ausfiihrungen ist
wohl hinreichend klar geworden, das U selbst keinesfalls
die Bedeutung einer Unsicherheit hat. Das Multiplizieren
der Standardunsicherheit mit einer beliebigen Konstante
liefert namlich keinerlei neue Information, sondern nur
dieselbe Information in einer anderen Form, d.h. k ist nicht
frei wihlbar, sondern muss berechnet werden, um zu einer
sinnvollen Interpretation von U zu gelangen.

Der oben verwendete Faktor & wird im GUM Erweite-
rungsfaktor genannt. In nationalen und internationalen
Normen und Richtlinien wird hédufig k = 2 verwendet,
wobei eine Wahrscheinlichkeit von 95 % angenommen
wird. Dies ist allerdings nur dann richtig, wenn die Pos-
terior-Verteilung gerade eine Normalverteilung (GauB-
Verteilung) ist. Fiir eine Rechteckverteilung z.B. muss
man k = 1,65 verwenden, wenn eine Uberdeckungswahr—
scheinlichkeit von 95 % gefordert wird (siche Abb.2).
Ganz allgemein muss k als Verhiltnis k = U /u berechnet
werden, wobei U durch die Gleichung (16) festgelegt ist.
Demnach hiingt k, genauso wie U, nicht nur von der Uber-
deckungswahrscheinlichkeit ab, sondern auch von der
Posterior-Verteilung, welche im allgemeinen keine Nor-
malverteilung ist und manchmal eine Form haben kann,
die davon sehr verschieden ist.

In der Praxis kann die erweiterte Unsicherheit U im all-
gemeinen nur numerisch berechnet werden. Anstatt die
iiblichen numerischen Integrationsalgorithmen anzuwen-
den, ist es aus Griinden der Effizienz manchmal wesent-
lich vorteilhafter die Monte-Carlo-Methode einzusetzen
[Cox & SieBERT 20006]. Dies ist insbesondere dann sinn-
voll, wenn multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tionen vorkommen.
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7 Verifikation und Entscheidungsregeln

In der industriellen Lingenmesstechnik liegt der Sinn der
Inspektion eines Werkstiicks als Teil des Qualitdtsmana-
gementsystems in der Uberpriifung, ob die durch den
Konstrukteur beabsichtigten Spezifikationen eingehalten
worden sind. Ublicherweise wird die Spezifikation eines
Merkmals durch einen Zielwert (Nennwert) und ein Tole-
ranzintervall um diesen Wert herum angegeben.

Die Inspektion erlaubt letztlich die Entscheidung iiber die
Annahme oder Zuriickweisung des Werkstiicks. Heute
stimmen alle Experten darin {iberein, dass Entscheidungs-
regeln nicht allein auf den Messwerten des Merkmals be-
ruhen konnen, sondern dass auch der Erwartungswert und
die ihm zugeordnete Messunsicherheit mit einbezogen
werden miissen.

Um die Gedanken zu verstehen, welche hinter den Ent-
scheidungsregeln stehen, wollen wir das folgende Szena-
rio annehmen. Ein Werkstiick wurde beziiglich eines
Merkmals X gepriift. Von dem Priiflabor haben wir ledig-
lich den Erwartungswert EX und die ihm zugeordnete
Standardunsicherheit u(x) erhalten. Wir kennen auch
die untere und obere Spezifikationsgrenze X, bzw. X;.
Die Frage ist nun: Was ist auf der Grundlage dieser Infor-
mationen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Merkmal
X innerhalb der Spezifikationsgrenzen liegt? Offenbar be-
notigen wir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion um
diese Frage zu beantworten. Wir verwenden zu diesem
Zweck das Prinzip der maximalen Entropie, aus dem
sich in unserem speziellen Fall eine Normalverteilung
fiir das gemessene Merkmal ergibt. Nach einigen langli-
chen Berechnungen erhalten wir die Wahrscheinlichkeit
(siehe dazu auch die Abb. 3)

Xy —EX\ | (BX-X
u(x)V/2 u(x)v/2

(17)

1
PI'(XL SX SXU) :E erf

)

— T=40u T -
T=20u] \
T=10u| |

I /i \ [
}I / \

Pr{LSL<X<USL)

o
=~
N

0.65 %1

| |
ol L \ ]
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Abb. 3: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Wert x inner-
halb der Toleranzgrenzen LSL (untere Spezifikationsgrenze)
und USL (obere Spezifikationsgrenze) liegt, wenn die zuge-
ordnete Standardunsicherheit u und die Breite der Toleranz-
zone T = USL — LSL gegeben ist
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X innerhalb der Spezifikationsgrenzen zu finden, wobei die Abkiirzung erf(x)
die Fehlerfunktion [ErpELY!I 1953] bezeichnet. Unsere Entscheidungsregel
konnte nun sein, das Werkstiick nur dann anzunehmen, wenn diese Wahr-
scheinlichkeit einen bestimmten Wert, sagen wir 95 %, liberschreitet, die
wir als kritische Wahrscheinlichkeit bezeichnen wollen, und anderenfalls
das Werkstiick zurlickzuweisen.

Wir wollen noch die Konsequenzen aus der Gleichung (17) im Lichte einer
internationalen Norm [ISO 1998] untersuchen, welche hiufig in der industri-
ellen Messtechnik herangezogen wird. Diese Norm legt fest, dass wir unser
Werkstiick dann anzunehmen haben, wenn X; + U < EX < Xy — U giiltig
ist. Wenn wir den iiblichen Wert k = 2 zugrunde legen, dann erhalten wir
eine kritische Wahrscheinlichkeit, die etwas groBer als 95 % ist, vorausgesetzt,
dass die erweiterte Messunsicherheit kleiner als die Hélfte der Breite des Tole-
ranzintervalls ist, was {iblicherweise garantiert werden kann. Demnach legt die
Norm eine giiltige Entscheidungsregel fiir die Annahme fest.

Es sei noch bemerkt, dass man selbstverstindlich auch andere Entscheidungs-
regeln festlegen kann, als die in unserem Beispiel gewihlte. Die Entschei-
dungsregeln richten sich nach dem beabsichtigten Zweck der Entscheidung.
Man sollte aber bei jeder Art von Entscheidungsregel immer von der Poste-
rior-Verteilung des betreffenden Merkmals ausgehen, denn nur diese enthilt
die gesamte bekannte Information.

8 Zusammenfassung

Am Beispiel der Lingenmesstechnik ist versucht worden, einen kurzen Uber-
blick iiber die grundlegenden Prinzipien zu geben, die hinter dem GUM stehen,
der hauptsichlich auf den Grundsitzen der Bayes-Statistik beruht, obwohl dies
in diesem Dokument selbst nicht sehr klar zum Ausdruck kommt. Es ist der
Zusammenhang zwischen der vorhandenen Information und der Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion aufgezeigt worden und wie man diese durch die An-
wendung des Prinzips der maximalen Entropie erhalten kann. Es sollte klar
geworden sein, warum die aus dem Bayes’schen Theorem erhaltene Posteri-
or-Verteilung alle Kenntnisse enthilt, die wir iiber unsere Messung besitzen,
und wie wichtige Werte, wie Erwartungswert, Unsicherheit und auch Konfi-
denzbereiche aus dieser Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion erhalten werden
konnen. SchlieBlich sind Priif- und Entscheidungsregeln kurz diskutiert wor-
den, und wie diese zu den Toleranzintervallen und den Unsicherheiten in Be-
ziehung stehen.

Viele wichtige Probleme sind allerdings offengelassen worden, wie z.B. eine
eingehende Diskussion der systematischen Messabweichungen, die durch Um-
gebungsbedingungen oder durch Unzulidnglichkeiten des verwendeten Mess-
instruments hervorgerufen werden, aber es erscheint notwendig sicherzustel-
len, dass zunichst die grundlegenden Dinge vollstindig verstanden sind, bevor
iiber kompliziertere Probleme nachgedacht werden kann.
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