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Der Least-Median-Square gilt als ein robustes Schatzverfah-
ren, welches auch bei einer grofSen Anzahl an Ausreifern
i.d.R. zufriedenstellende Losungen liefert, sodass er gerade
bei automatisierten Prozessen Anwendung findet. KANANI
(2000) evaluiert in ihrer Dissertation die Eignung dieses
Schiitzers fiir lineare Transformationen in der Ebene und er-
zielt vielversprechende Ergebnisse. Ausgehend von diesen
Erkenntnissen wird das Verfahren auf den riumlichen
Fall unter Zuhilfenahme einer Quaternion iibertragen
und es werden die Transformationsparameter einer 3D-Hel-
mert-Transformation robust geschitzt.
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1 Motivation

Die Geodaisie ist mit der Methode der kleinsten Quadrat-
summe, die Gau3 Anfang des 19. Jahrhunderts entwickel-
te, eng verbunden. Die positiven Eigenschaften dieser
Methode als erwartungstreuer Schitzer sowie die leichte
Implementierung in rechnergestiitzte ~Auswertepro-
gramme haben zu einer schnellen Verbreitung beigetra-
gen. Bei der Auswertung von Messdaten kann daher
die Methode der kleinsten Quadratsumme als Standard-
verfahren bezeichnet werden, da sie unter der Annahme
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Helmert-Transformation

The Least-Median-Square is classified as a robust estimator,
which also provides a reliable solution while the data set con-
tains a large amount of outliers. For this reason, the estima-
tor is often integrated in automated systems. KANANT (2000)
evaluates the Least-Median-Square in the fields of linear 2D
transformation and derives promising solutions. Based on
her dissertation, in this work the Least-Median-Square
will be assessed for transformation in space using quaternion
algebra.

Keywords: Transformation, Quaternion, Least-Median-
Square, Reweighted-Least-Square, Robust Estimator

normalverteilter Messwerte die wahrscheinlichste bzw.
plausibelste Losung liefert. In der Realitét ldsst sich diese
Forderung nach normalverteilten Messwerten i.d. R. nicht
erfiillen, sodass Abweichungen zu einer verzerrten
Schétzung fithren konnen. Insbesondere konnen grobe
Messfehler, oft auch als Ausreiller bezeichnet, zu kom-
plett unbrauchbaren Ergebnissen fiihren (NIEMEIER
2008).

Seit Mitte des letzten Jahrhunderts bis in die Gegenwart
werden Verfahren zur Parameterschitzung mit dem Ziel
entwickelt, weitgehend resistent gegeniiber Ausreilern
zu sein. Ein ausfiihrlicher Uberblick dieser sogenannten
robusten Schitzer kann u.a. JAGER et al. (2005) entnom-
men werden. Derartige Verfahren sollen dabei die klassi-
sche Ausgleichungsrechnung nach der Methode der
kleinsten Quadratsumme nicht ersetzen sondern lediglich
erginzen (WICKI 1999).

Gerade bei automatisierten Prozessen oder autonomen
Anwendungen sind robuste Schitzverfahren nicht mehr
wegzudenken. Als ein besonders resistenter Schitzer
gilt hierbei der Least-Median-Square, der in vielen geo-
ditischen Anwendungen bereits Einzug gehalten hat.
So liefert ein mit dem Least-Median-Square vergleichba-
res Verfahren zur automatischen Bestimmung von Néhe-
rungskoordinaten sehr gute Ergebnisse und deckt zuver-
lassig grobe Fehler auf (VETTER 1992). BLANKENBACH
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und WILLERT (2009) wenden die Methode bei der Indoor-
Positionierung erfolgreich an, wo es aufgrund von Stdrun-
gen immer wieder zu z.T. erheblichen Fehlmessungen
kommt. Die Eignung des Least-Median-Square fiir lineare
2D-Transformationen untersucht KANANI (2000) und er-
zielt zufriedenstellende Losungen. Dieses Konzept soll in
diesem Beitrag noch einmal aufgegriffen werden und um
die dreidimensionale Helmert-Transformation erweitert
werden.

2 Raumliche Helmert-Transformation

Die allgemeine Transformationsgleichung, um Koordina-
ten von einem System X in ein anderes X zu tiberfiihren,
lautet

XG,i: T+ mRXL,i, (1)

worin m ein Mafstab, T ein 3 x 1-Verschiebungsvektor
und R eine 3 x 3-Rotationsmatrix sind. Liegen keine
Transformationsparameter vor, so konnen diese aus n ho-
mologen Punkten abgeleitet werden. Das nicht-lineare
Gleichungssystem kann bei Vorgabe geeigneter Néhe-
rungswerte iterativ gelost werden (z.B. BLEICH und
ILLNER 1989).

Besonders elegant lassen sich die unbekannten Transfor-
mationsparameter in geschlossener Form mittels einer
Quaternion bestimmen (z.B. HORN 1986, SHEN et al.
2006). Hierzu sind die auf den jeweiligen Schwerpunkt
X bzw. Xg reduzierten Koordinaten x; bzw. xg zu bil-
den. Fasst man die beiden Systeme jeweils als eine n x 3-
Matrix G bzw. L auf, so lautet deren Produkt S

Sxx Sxy sz
S=L'"G={S, S, S.]|. 2)
Szx Szy Szz

Die Quaternion q, durch die die Rotation beschrieben
wird, entspricht dabei dem zum grofiten Eigenwert geho-
renden Eigenvektor der symmetrischen Matrix N, die aus
den Elementen von S gebildet wird.

Sxx + Syy + 8z S — Sxz
Sxy + Syx

_Sxx + Syy - Szz

Sy — S,y
Sxx - Syy - Szz

Die Umformung von ¢, mit

q=qo+q=qo+iq +jg +kqz
und P+ + K =ik = —1,

(4)

in eine dquivalente Rotationsmatrix R lautet

R = (q5 — q"q)T+2qq" — g5[q x], (5)
worin [q X] die schiefsymmetrische Matrix

0 -9 @
ax]=| 4 0 -—q (6)
-4 q 0

ist (NITSCHKE und KNICKMEYER 2000).
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Der Malistab m ergibt sich zu

n T
! xenRXp
m— Z z;1 G; L,i ’ (7)
> =1L iXL,i
sodass der noch fehlende Translationsvektor T aus
T = Xg — mRXy. (8)

bestimmt werden kann. Wird in (1) die Rotationsmatrix
durch (5) parametriert, so ist die Schétzung der unbekann-
ten Transformationsparameter auch mit der Methode der
kleinsten Quadratsumme moglich. Jedes homologe
Punktpaar bringt dabei drei Gleichungen mit.

Der grofe Vorteil gegeniiber den klassischen Rotations-
matrizen ist, dass faktisch keine Niherungswerte benotigt
werden (GIELSDORF 2007). Im nachfolgenden wird daher
diese Darstellung gewihlt, sodass neben der Translation T
und dem MaBstab m die vier Parameter der Quaternion q
zu bestimmen sind. Der entstehende Rangdefekt wird
durch die Nebenbedingung behoben, die Linge der Qua-
ternion auf 1 zu normieren.

q'q=1 9)

3 Robuste Bestimmung der
Transformationsparameter

Der Least-Median-Square nutzt die positiven Eigenschaf-
ten, die der Median beim Vorliegen von vielen groben
Fehlern hat, aus. Die Minimierungsfunktion lautet

min med vi2 (10)
und minimiert den Median der quadrierten Verbesserun-
gen (ROUSSEEUW 1984). Hierzu werden von den 3n Be-
obachtungsgleichungen u; ausgewihlt, mit denen das
Gleichungssystem (1) eindeutig 16sbar ist, und zu einem
Subsample zusammengefasst. Im Fall der rdumlichen
Helmert-Transformation ist u = 7. Die Anzahl aller mog-

Sey — Syx
Sox + Sz
' 3
Sy + Sy (3)
=S — Syy + S

lichen Kombinationen ohne Wiederholung und ohne Be-
achtung der Reihenfolge ergibt sich hierbei aus (Jager
et al. 2005)

Mpax = (in) (11)

Subsamples, bei denen sich kein reguldres Gleichungssys-
tem ergibt, sind dabei unzuldssig (KANANT 2000). Mit
dem aus diesem Subsample abgeleiteten Transformations-
parametersatz P; werden nun fiir alle Punkte die quadrati-
schen Verbesserungen v? gebildet und der Median be-
stimmt. Diese Prozedur wird fiir alle moglichen Kombi-
nationen analog wiederholt. Die Losung von (10) ent-
spricht letztlich dem Subsample, bei dem der Median
am kleinsten ist. Bei einer geringen Anzahl an homologen
Punkten ist die Anzahl an Permutationen im Prinzip un-
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problematisch. Zum einen ist jeweils nur ein kleines Sys-
tem von 8 Gleichungen zu 16sen, zum anderen lédsst sich
der Berechnungsprozess elegant parallelisieren. Bei einer
groBen Anzahl an identischen Punkten steigt nach (10)
auch die Anzahl der Permutationen extrem an. Aus die-
sem Grund kann die Anzahl der zufillig ausgewihlten
Subsamples myg,, begrenzt werden, wenn ungefihr be-
kannt ist, wie grof} der prozentuale Anteil ¢ an kontermi-
nierten Daten ist, und eine Wahrscheinlichkeit «, mit der
mindestens ein fehlerfreies Subsample gezogen wird, vor-
gegeben wird (ROUSSEEUW und LErROY 2003).

In(1 — o)
In[l — (1 —¢€)"]

Soll demnach bspw. mit einer Wahrscheinlichkeit von
99.9 % mindestens ein fehlerfreies Subsample gezogen
werden, so ist unabhidngig von der Gesamtanzahl der
Punkte n bei einem Anteil von 30 % fehlerbehafteten Da-
ten mg,, = 81. Statistisch gesehenen bedeutet dies, dass
bei einem von 1000 Fillen kein fehlerfreies Subsample
gezogen und somit keine plausible Losung gefunden
wird. In der Praxis kann bei heutiger Rechentechnik
tiber diese Mindestanzahl an Subsamples problemlos hin-
ausgegangen werden, sodass dann die Wahrscheinlich-
keit, ein fehlerfreies Subsample zu ziehen, gegen eins
bzw. 100 % strebt.

Da der mittels Least-Median-Square abgeleitete Transfor-
mationsparametersatz P; lediglich aus u Beobachtungen
abgeleitet wird, ist diese Losung zwar eine robuste aber
keine optimale im Sinne der Methode der kleinsten Qua-
dratsumme. ROUSSEEUW und LEROY (2003) schlagen da-
her ein sich anschlieBendes Reweighted-Least-Square
vor, welches fehlerfreie Messwerte in die finale Losung
mit einbezieht und gleichzeitig Ausreiler ausschlief3t.
Als erste Nidherung der unbekannten Parameter wird dabei
die Losung des Least-Median-Square herangezogen. Die
Gewichte der einzelnen Beobachtungen w; ergeben sich
aus

1,
w; =
{O’

worin k so zu wihlen ist, dass der endgiiltige Varianzfak-
tor 65 des Reweighted-Least-Square vergleichbar mit dem
geschitzten Varianzfaktor der Methode der kleinsten Qua-
dratsumme bei fehlerfreien Daten, und ag eine robuste

msyp = (12)

<k

ansonsten

wenn |4
a0

(13)

Tabelle 1: Homologe 3D-Punkte (SHEN et al. 2006)

Schitzung des unbekannten Varianzfaktors ist (KANANT
2000).

5
gy = 14826(1 er) A /mtl?dviz (14)

Durch den Faktor 1.4826 fiihrt (14) im Fall normalverteil-
ter Fehler zu einer erwartungstreuen und robusten Schitz-
ung des Varianzfaktors of (JAGER et al. 2005). Um bei
geringer Redundanz einem zu optimistisch geschitzten
Varianzfaktor entgegenzuwirken, schlagen ROUSSEEUW
und LEROY (2003) dariiber hinaus den empirisch ermittel-
ten Korrekturfaktor 1 4+ 5/(n — u) vor, der bei groBer Re-
dundanz gegen eins strebt.

Der endgiiltige Varianzfaktor ergibt sich schlielich aus

Jede Beobachtung, deren robuste normierte Verbesserung
somit groBer als die vorgegebene Schranke £ ist, wird mit
Null gewichtet und von der Ausgleichung ausgeschlossen.
Ein zu klein gewihltes k steigert daher das Risiko, einen
Fehler 2. Art zu begehen (False Positive), wihrend ein zu
groBer Wert fiir k die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
1. Art erhoht.

Auch wenn der Least-Median-Square beim Vorliegen von
vielen groben Fehlern durch das Ausnutzen der robusten
Eigenschaften des Medians i.d.R. noch eine brauchbare
Losung liefert, ist dies nicht garantiert. Bestimmte geo-
metrische Konstellationen kénnen sogar dazu fiihren,
dass der Least-Median-Square seine robusten Eigenschaf-
ten einbiiflit und unplausible Resultate liefert (vgl. ATKIN-
SON und WEISBERG 1991, KAMPMANN 1993, XU 2005).
Eine mogliche Modellmodifikation, die einem Scheitern
entgegenwirken soll, schlagen ATKINSON und WEISBERG
(1991) vor, indem sie die Gesamtredundanz innerhalb der
Subsamples erhthen. Statt der notwendigen Anzahl an Be-
obachtungsgleichungen u werden hierbei u + s Beobach-
tungsgleichungen zu einem Subsample zusammengefasst.

4 Beispiel

Das nachfolgende Zahlenbeispiel in Tabelle 1 enthélt 7
homologe Punkte im Start- bzw. Zielsystem und ist
SHEN et al. (2006) entnommen. Zu bestimmen sind die

Startsystem Zielsystem
Pkt.nr. X (m) Y (m) Z (m) X (m) Y (m) Z (m)
1 4157222.543 664789.307 4774952.099 4157870.237 664818.678 4775416.524
2 4149043.336 688836.443 4778632.188 4149691.049 688865.785 4779096.588
3 4172803.511 690340.078 4758129.701 4173451.354 690369.375 4758594.075
4 4177148.376 642997.635 4760764.800 4177796.064 643026.700 4761228.899
5 4137012.190 671808.029 4791128.215 4137659.549 671837.337 4791592.531
6 4146292.729 666952.887 4783859.856 4146940.228 666982.151 4784324.099
7 4138759.902 702670.738 4785552.196 4139407.506 702700.227 4786016.645
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Tabelle 2: Transformationsparameter aus fehlerfreien Daten
(MdkQ)

Tabelle 4: Transformationsparameter aus fehlerbehafteten
Daten (MdkQ vs. RLS)

Parameter MdkQ Parameter MdkQ RLS
T, 641.8804 m T, 262583595.3166 m 668.8674 m
T, 68.6553 m T, 603095339.0967 m 57.3346 m
T, 416.3982 m T. 162764263.2167 m 410.3447 m
m 1.0000055825 m 106.2959656784 1.0000037230
90 —0.9999999999 90 —0.4553808214 —0.9999999999
q1 —0.0000024204 qi —0.5204224268 —0.0000009978
QP 0.0000021664 Q> —0.1569907859 0.0000042020
q3 0.0000024073 q3 0.7050834691 0.0000025278
Tabelle 3: Modifiziertes Zielsystem gebnis, welches durch die Methode der kleinesten Qua-
T dratsumme. ab"geleltet wurde, erwartul.l.gsgemaﬁ un-
brauchbar ist, iiberzeugt das robuste Schitzverfahren in
Pkt.nr. X (m) X (m) X (m) Anbetracht der hohen Anzahl an Beobachtungsfehlern
1 -4157870.237 664818.678 4775416.524 durch eine erstaunlich gute Losung.
) 4149691.049 688865.785 4779096588 Anhand Qer mit (13) abgeleiteten Gew1chte lass't sich
nachvollziehen, welche Beobachtungen bei der finalen
3 4173451354 690369.375 —4758594.075 Losung eingeflossen und welche ausgeschlossen wurden.
4 4177796.064 643026.700 —4761228.899 Die einhergehende Priifung der Verbesserungen erscheint
5 4137659 549 671837337 4791592.531 in dl?sem Zusammenhang lohnf;n§wert, um die Grofe de;s
gewihlten Grenzwertes k zu validieren. Tabelle 5 fasst die
6 —4146940.228 666982.151 4784324.099 Gewichte und Verbesserungen der einzelnen Beobach-
7 0 0 0 tungsgleichungen zusammen und zeigt, dass alle Modifi-

Transformationsparameter, die beide Systeme ineinander
iiberfiihren.

In der Annahme eines deterministischen Startsystems und
unkorrelierten, gleichgenauen Beobachtungen im Zielsys-
tem ergeben sich die in Tabelle 2 abgedruckten Transfor-
mationsparameter.

Um die robusten Eigenschaften des vorgestellten Auswer-
teansatzes bei der riumlichen Koordinatentransformation
zu demonstrieren, wird das Zielsystem derart modifiziert,
dass der Punkt 7 in allen drei Komponenten Null ist und
bei allen anderen Punkten jeweils eine Koordinatenkom-
ponente negiert wird. Insgesamt liegen somit 9 grobe Feh-
ler vor (Tabelle 3).

Tabelle 4 stellt die Losung der Methode der kleinsten
Quadratsumme den erzielten Ergebnissen des Reweigh-
ted-Least-Square Verfahren gegeniiber. Wihrend das Er-

kationen am Zielsystem aufgedeckt wurden.

5 Schlusshetrachtung

Der auf ROUSSEEUW (1984) zuriickgehende Least-Medi-
an-Square besitzt robuste Eigenschaften gegeniiber kon-
terminierten Daten und liefert i.d.R. auch dann noch
brauchbare Losungen, wenn eine gro3e Anzahl an Ausrei-
Bern vorliegt. Gerade beim Einsatz von automatisierten
Prozessen und autonomen Anwendungen ist der Einsatz
solcher robusten Methoden notwendig, um plausible Lo-
sungen zu erzielen. Im Bereich der linearen ebenen Hel-
mert-Transformation evaluiert KANANI (2000) den Ein-
satz des Least-Median-Square Verfahrens und anschlie-
Bender Neugewichtung. Hierbei erzielt sie vielverspre-
chende Ergebnisse, weshalb dieses Konzept in diesem
Beitrag auf die rdumliche Helmert-Transformation iiber-

Tabelle 5: Gewichte und Verbesserungen der robusten Parameterschitzung

Pkt.nr. Wy Vx wy vy w, Ve
1 0 8315740.357 1 -0.1072 1 -0.0397
2 1 -0.076 0 1377731.6153 1 -0.0218
3 1 0.062 1 0.0167 0 9517188.2806
4 1 -0.028 1 0.0452 0 9522458.1554
5 1 0.042 0 1343674.7258 1 -0.0264
6 0 8293880.4291 1 0.0453 1 0.0879
7 0 4139407.5124 0 702700.2150 0 4786016.5412
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tragen wurde. Durch das Ersetzen der oft propagierten Ro-
tationsmatrizen mit Eulerwinkeln durch eine Quaternion
entsteht ein einfach zu l6sendes System mit bilinearen
Verbesserungsgleichungen, welches faktisch keine Néhe-
rungswerte mehr benotigt (GIELSDORF 2007). Das auf-
wendige Bestimmen von Startwerten kann somit entfal-
len, sodass diese Darstellung grundsétzlich auch bei der
nicht-robusten Schitzung zu empfehlen ist. Da grobe Feh-
ler auch ausschlieBlich in einer Koordinatenkomponente
auftreten konnen, bspw. durch Zahlendreher, erscheint es
nicht gerechtfertigt, nur Permutationen mit vollstindigen
homologen Punkten zuzulassen.
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