
Je nach Raumdimension (n ¼ 2, n ¼ 3, n > 3) und
Maßstabsfaktoren (keine, einen, mehrere) erge-
ben sich unterschiedliche Arten von HELMERT-
Transformationen. Für den Fall n ¼ 2 und einem
Maßstabfaktor zeigen wir, wie man das NEWTON-
Verfahren einsetzen kann. Das Vorgehen kann
prinzipiell auf beliebige Dimension und beliebige
Maßstabsfaktoren übertragen werden.

1 Problemstellung

Gegeben seien Vektoren xi; yi 2 Rn; i ¼ 1; :::;m. Die all-
gemeinste Form einer HELMERT-Transformation ist
xi ! t þ UQxi, wobei

t 2 Rn ein Verschiebungsvektor,
U ¼ diagðu1; :::; unÞ eine Diagonalmatrix von Maßstabs-
faktoren und
Q 2 Rn�n eine orthogonale Drehmatrix
ist.
Diese Größen werden so gesucht, dass

Sðt;U;QÞ ¼ 1

2

Xm
i¼1

kyi � t � UQxik22 ð1Þ

minimal wird, d.h. dass die Bildpunkte t þ UQxi von den
yi im Sinne der kleinsten Quadrate möglichst wenig ab-
weichen. Spezialfälle hiervon erhält man, indem man
die Dimension
Fall A: n ¼ 2
Fall B: n ¼ 3
Fall C: 3 < n < 1
und unterschiedlicher Maßstabsfaktoren
Fall a: U ¼ I (Einheitsmatrix), d.h. kein Maßstabsfaktor
Fall b: U ¼ uIðu 2 R; u 6¼ 1Þ, d.h. ein Maßstabsfaktor
Fall c: U ¼ diagðu1; :::; unÞ, d.h. mehrere Maßstabsfak-

toren
beliebig miteinander kombiniert, was 9 Möglichkeiten er-
gibt.
Viele verschiedene Fälle und zugehörige numerische Ver-
fahren sind z.B. für Aa in [6], Ab und Ac in [8], Ba in [5],
Bb in [10], Bc in [2, 3, 7] und Ca in [1, 9, 11] diskutiert.
Für den Fall A kann

Q ¼ cosu sin u
� sin u cosu

� �
;

für den Fall B kann Q als Produkt von den drei elemen-
taren Drehungen und im Fall C kann Q als Produkt von
nðn�1Þ

2
elementaren Drehungen angesetzt werden. Die bis-

her vorgestellten Verfahren erscheinen für alle Kombina-
tionen i.a. nur linear konvergent, d.h. benötigen i.a. sehr
viele Iterationen. Betrachtet man (1) zusammen mit der
Nebenbedingung (Orthogonalität von Q)

QTQ ¼ I ð2Þ
und wendet auf die notwendigen Bedingungen für die zu
(1) und (2) gehörige LAGRANGE-Funktion das NEWTON-
Verfahren an, so spart man sich die Faktorisierung von
Q durch elementare Drehungen und erhält im Falle der
Konvergenz eine quadratisch konvergente Methode.
Dies wird für den Fall Ab vorgeführt, kann aber auch prin-
zipiell für die restlichen acht Kombinationsmöglichkeiten
angewandt werden.

2 Der Fall n ¼ 2 und U ¼ uI

Setzen wir

t ¼ x

y

� �
; Q ¼ p q

r s

� �
; xi ¼

ai
bi

� �
; yi ¼

ci
di

� �
ð3Þ

so wird aus (1)

Sðx; y; u; p; q; r; sÞ ¼ 1

2

Xm
i¼1

½ðci � x� upai � uqbiÞ2
ð4Þ

þðdi � y� urai � usbiÞ2�
und aus der Nebenbedingung (2) wird

p2 þ r2 ¼ 1; q2 þ s2 ¼ 1; pqþ rs ¼ 0: ð5Þ
Genau für n ¼ 2 hätte man wegen p ¼ s ¼ cos u und
q ¼ �r ¼ sinu z.B. die beiden letzten Bedingungen in
(5) auch weglassen können. Dies tun wir deswegen nicht,
da für n > 2 ein derartiges Vorgehen nicht möglich wäre.
Für n ¼ 3 würde man 6 zu (5) ähnliche Bedingungen er-
halten.
Die LAGRANGE-Funktion zu (4) und (5) lautet

Lðx; y; u; p; q; r; s; k; u; mÞ ¼ Sðx; y; u; p; q; r; sÞ
þkðp2 þ r2 � 1Þ þ lðq2 þ s2 � 1Þ þ mðpqþ rsÞ:
Das Verschwinden deren partieller Ableitungen nach den
jetzt zehn Variablen ergibt die notwendigen Bedingungen
für ein Minimum. Wir erhalten
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qL
qx

¼
Xm
i¼1

ðci � x� upai � uqbiÞ ¼ 0; ð6Þ

qL
qy

¼
Xm
i¼1

ðdi � y� urai � usbiÞ ¼ 0; ð7Þ

qL
qu

¼ u
Xm
i¼1

ððpai þ qbiÞ2 þ ðrai þ sbiÞ2Þ �
Xm
i¼1

ððpai þ qbiÞðci � xÞ þ ðrai þ sbiÞðdi � yÞÞ ¼ 0; ð8Þ

qL
qp

¼ u
Xm
i¼1

ciai � x
Xm
i¼1

ai � up
Xm
i¼1

a2i � uq
Xm
i¼1

aibi

" #
þ 2kpþ mq ¼ 0; ð9Þ

qL
qq

¼ u
Xm
i¼1

cibi � x
Xm
i¼1

bi � up
Xm
i¼1

aibi � uq
Xm
i¼1

b2i

" #
þ 2lqþ mp ¼ 0; ð10Þ

qL
qm

¼ u
Xm
i¼1

diai � y
Xm
i¼1

ai � ur
Xm
i¼1

a2i � us
Xm
i¼1

aibi

" #
þ 2kr þ ms ¼ 0; ð11Þ

qL
qs

¼ u
Xm
i¼1

dibi � y
Xm
i¼1

bi � ur
Xm
i¼1

aibi � us
Xm
i¼1

b2i

" #
þ 2lsþ mr ¼ 0; ð12Þ

qL
qk

¼ p2 þ r2 � 1 ¼ 0; ð13Þ

qL
ql

¼ q2 þ s2 � 1 ¼ 0; ð14Þ

qL
qm

¼ pqþ rs ¼ 0: ð15Þ

Da die Werte k, l und m bei Gleichungen als Nebenbedin-
gungen nicht interessieren, kann man sie auch eliminie-
ren. Dazu lösen wir (9) und (11) nach k und m ¼ m1
und (10) und (12) nach l und m ¼ m2 auf. Die Formeln
für k und l sind nicht weiter interessant. Es muss aber
m1 ¼ m2 gelten. Dies ergibt sich für ps 6¼ qr (bei einer or-
thogonalen Matrix stets erfüllt) die Gleichung

�
Xm
i¼1

ðdi � yÞðaipþ biqÞ þ
Xm
i¼1

ðci � xÞðair þ bisÞ ¼ 0:

(16)

Somit haben wir jetzt noch 7 nichtlineare Gleichungen
(6), (7), (8), (13), (14), (15) und (16) mit den 7 Unbekann-
ten x, y, u, p, q, r, s numerisch aufzulösen. Da bietet sich
das NEWTON-Verfahren an (z.B. Subroutine TAYLOR aus
[4]), das im Falle der Konvergenz quadratisch nach ca.
6–8 Iterationen konvergiert.
Um Startwerte zu erhalten, wählen wir den Drehwinkel u
zufällig und gleichverteilt im Intervall (0; 2p] und setzen
p ¼ s ¼ cosu, q ¼ �r ¼ sinu. Für u wählen wir eine um
1
2
erhöhte gleichverteilte Zufallszahl im Intervall (0, 1].

Für x und y lösen wir die Gleichungen (6) bzw. (7) danach
auf, nachdemwir dort die bereits gewähltenWerte für p, q,
r, s und u eingesetzt haben. Für die beiden folgenden Bei-
spiele haben wir jeweils 10 Startwerte für u genommen
und zu jedem hiervon 10 neue Werte für u, was insgesamt
100 Startwerte ergibt.

Beispiel 1: Die Daten (m ¼ 5) stammen aus [1] und wur-
den schon in [8] benutzt:

ai bi ci di
1 0 0.993808 0.004709
1 1 1.007303 1.493057
0 1 �0.015174 0.981590
0 0 �0.009153 �0.021163
.5 .5 0.381458 0.498160

Die Resultate

x ¼ �:0267; y ¼ �:0395; u ¼ 1:1369
p ¼ s ¼ :9932; q ¼ �r ¼ �:1165

wurden bei allen 100 Startwerten erzielt und stimmten mit
denen in [8] überein.

Beispiel 2: Die Daten (m ¼ 10) wurden willkürlich ge-
wählt:

ai bi ci di
2 3 9 6
2 � 3 2 � 6

� 4 � 5 � 2 3
6 5 5 � 8
9 � 8 � 7 0

� 1 8 7 � 3
0 � 5 � 7 3
3 5 � 4 4

� 3 0 0 � 4
� 3 � 4 2 � 7

Die Ergebnisse

x ¼ :7958; y ¼ �:7827; u ¼ :4369
p ¼ s ¼ �:2649; q ¼ �r ¼ :9643

wurden für 85 von 100 Startwerten erzielt. Es gab also 15
Startwerte ohne Konvergenz oder mit Abbruch des Ver-
fahrens aus anderen Gründen [4].
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