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Berechnung von HELMERT-
Transformationen mit dem

Helmut Spath

Je nach Raumdimension (n = 2,n = 3,n > 3) und
MabBstabsfaktoren (keine, einen, mehrere) erge-
ben sich unterschiedliche Arten von HELMERT-
Transformationen. Fiir den Fall » = 2 und einem
MabBstabfaktor zeigen wir, wie man das NEWTON-
Verfahren einsetzen kann. Das Vorgehen kann
prinzipiell auf beliebige Dimension und beliebige
MabBstabsfaktoren iibertragen werden.

1 Problemstellung

Gegeben seien Vektoren x;,y; € R",i = 1,...,m. Die all-
gemeinste Form einer HELMERT-Transformation ist
x; — t + UQx;, wobei

t € R" ein Verschiebungsvektor,

U = diag(uy, ..., u,) eine Diagonalmatrix von Mafstabs-
faktoren und

Q € R™" eine orthogonale Drehmatrix

ist.

Diese Groflen werden so gesucht, dass

1 m
S(,U,0) =33 v — 1 — UQx |3 1)
i=1

minimal wird, d.h. dass die Bildpunkte ¢ + UQx; von den

y; im Sinne der kleinsten Quadrate moglichst wenig ab-

weichen. Spezialfille hiervon erhélt man, indem man

die Dimension

Fall A:n=2

Fall B: n =3

Fall C:3 <n< o0

und unterschiedlicher MaBstabsfaktoren

Fall «: U = I (Einheitsmatrix), d.h. kein MaBstabsfaktor

Fall f: U =ul(u € R, u # 1), d.h. ein MaBstabsfaktor

Fall y: U = diag(uy, ..., u,), d.h. mehrere MaBstabsfak-
toren

beliebig miteinander kombiniert, was 9 Moglichkeiten er-

gibt.

Viele verschiedene Fille und zugehorige numerische Ver-

fahren sind z.B. fiir Ao in [6], Af und Ay in [8], B in [5],

Bf in [10], By in [2,3,7] und C« in [1,9, 11] diskutiert.

Fiir den Fall A kann

0= cosp  sing
~ \ —sing cosgp )’
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fiir den Fall B kann Q als Produkt von den drei elemen-
taren Drehungen und im Fall C kann Q als Produkt von
n(n—1 . .

—— elementaren Drehungen angesetzt werden. Die bis-
her vorgestellten Verfahren erscheinen fiir alle Kombina-
tionen i.a. nur linear konvergent, d.h. bendtigen i.a. sehr
viele Iterationen. Betrachtet man (1) zusammen mit der

Nebenbedingung (Orthogonalitit von Q)

Q'0=1 (2)
und wendet auf die notwendigen Bedingungen fiir die zu
(1) und (2) gehorige LAGRANGE-Funktion das NEWTON-
Verfahren an, so spart man sich die Faktorisierung von
Q durch elementare Drehungen und erhilt im Falle der
Konvergenz eine quadratisch konvergente Methode.
Dies wird fiir den Fall Af vorgefiihrt, kann aber auch prin-

zipiell fiir die restlichen acht Kombinationsméglichkeiten
angewandt werden.

2DerFaliln=2und U=ul

Setzen wir

= () o= (0 )= () ()

so wird aus (1)

1 m
S(x7yau,paQ7r7s) :EZ Kci_x—upai_uqbi)z (4)
i=1
+(d; — y — ura; — ush;)?]

und aus der Nebenbedingung (2) wird

PHr=1,4+s=1,pg+rs=0. (5)
Genau fiir n = 2 hitte man wegen p =s = cos¢ und
q = —r =sing z.B. die beiden letzten Bedingungen in

(5) auch weglassen konnen. Dies tun wir deswegen nicht,
da fiir n > 2 ein derartiges Vorgehen nicht moglich wire.
Fiir n = 3 wiirde man 6 zu (5) dhnliche Bedingungen er-
halten.

Die LaGraNGe-Funktion zu (4) und (5) lautet

L(x,y,u,p,q,7,8,Au,v) = S(x,y,u,p,q,r,s)
+i(p* + 17 = 1) +u(q> + 5 — 1) +v(pg + rs).

Das Verschwinden deren partieller Ableitungen nach den
jetzt zehn Variablen ergibt die notwendigen Bedingungen
fiir ein Minimum. Wir erhalten
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oL &

— = Z(ci — x — upa; — ugb;) =0,

ox =

6L m

P Z<di —y — ura; — usb;) = 0,
A

m

oL

i i=1

oL _
p

m m m

1

1 i=1 i=1

Zf]l:u Zm:cibi—xzm:bi—upiaibi—”qzm:biz +2uq +vp =0,
i=1 =l

Li=1 i=1

oL

oL

%:p2+r2_1:o, (13)
g—z_q2+s2—1_0, (14)
L

2—v=pq+rs:0. (15)

Da die Werte 4, u und v bei Gleichungen als Nebenbedin-
gungen nicht interessieren, kann man sie auch eliminie-
ren. Dazu losen wir (9) und (11) nach 4 und v = v,
und (10) und (12) nach g und v = v, auf. Die Formeln
fiir A und u sind nicht weiter interessant. Es muss aber
v1 = 1, gelten. Dies ergibt sich fiir ps # gr (bei einer or-
thogonalen Matrix stets erfiillt) die Gleichung

= (di = y)(aip +big) + Y _(¢; = x)(air + bis) = 0.
i=1 i=1 (16)

Somit haben wir jetzt noch 7 nichtlineare Gleichungen
(6), (7), (8),(13), (14), (15) und (16) mit den 7 Unbekann-
ten x, y, u, p, q, r, s numerisch aufzuldsen. Da bietet sich
das NeEwtoN-Verfahren an (z.B. Subroutine TAYLOR aus
[4]), das im Falle der Konvergenz quadratisch nach ca.
6-8 Iterationen konvergiert.

Um Startwerte zu erhalten, wihlen wir den Drehwinkel ¢
zufdllig und gleichverteilt im Intervall (0, 27] und setzen
p =8 = cos¢p,q = —r = sin ¢. Fiir u wihlen wir eine um
% erhohte gleichverteilte Zufallszahl im Intervall (0, 1].
Fiir x und y 16sen wir die Gleichungen (6) bzw. (7) danach
auf, nachdem wir dort die bereits gewihlten Werte fiir p, g,
1, s und u eingesetzt haben. Fiir die beiden folgenden Bei-
spiele haben wir jeweils 10 Startwerte fiir ¢ genommen
und zu jedem hiervon 10 neue Werte fiir u, was insgesamt
100 Startwerte ergibt.
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i u Zm:diai —yzm:a,- —urzm:aiz —uszm:aibi +2ir +vs =0,
Li=1 i=1 i=1 i=1 ]

a—u idib;—yibi—uriaibi—usnzlbf +2us +vr =0,
Li=1 i=1 i=1 =1

y

(6)

(7)

5 = i((pai +qbi)* + (rai + sbi)*) = Y ((pai + qbi)(ci — x) + (ra; + sb;)(di —y)) =0, (8)

u Zciai—xZai—upZaiZ—uqiaibi +2/p+vq =0, 9)
‘ -1

(10)
(11)

(12)

Beispiel 1: Die Daten (m = 5) stammen aus [1] und wur-
den schon in [8] benutzt:

a; b Ci d

0.993808 0.004709

1 0

1 1 1.007303 1.493057
0 1 —0.015174 0.981590
0 0 —0.009153 —0.021163
S5 0.381458 0.498160

Die Resultate

x = —.0267, y=—.0395, u=1.1369

p=s= 9932, q=—-r—= —.1165

wurden bei allen 100 Startwerten erzielt und stimmten mit
denen in [8] iiberein.

Beispiel 2: Die Daten (m = 10) wurden willkiirlich ge-
wihlt:

ai bi Ci d;

2 3 9 6

2 =3 2 -6
-4 -5 =2 3
6 5 5 =8
9 -8 -7 0
-1 8 7 =3
0o -5 -7 3
3 5 -4 4
-3 0 0 —4
-3 -4 2 =17

Die Ergebnisse
x=.7958, y=—.7827, u = 4369
p=s=-2649, g = —r = .9643

wurden fiir 85 von 100 Startwerten erzielt. Es gab also 15
Startwerte ohne Konvergenz oder mit Abbruch des Ver-
fahrens aus anderen Griinden [4].
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