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Zur Bestimmung lokaler
Abbildungsverzerrungen in Altkarten
mit Hilfe der multiquadratischen
Interpolationsmethode

Dieter Beineke, Neuhiberg

Fiir Genauigkeitsanalysen von Altkarten wird
auf der Grundlage der multiquadratischen In-
terpolation nach Hardy eine analytische Abbil-
dung vorgeschlagen, mit deren Hilfe lokale
Verzerrungen berechnet werden konnen.

1 Aufgabenstellung

Die iibliche Methode, lokale Abbildungsverzerrungen
(Ldngen-, Flichen- und Winkelverzerrungen) von Karten-
netzentwiirfen zu bestimmen, beruht auf dem Vergleich
einander entsprechender unendlich kleiner Groflen zwi-
schen dem Urbild (z.B. Kugel) und dem Abbild (Karte).
Mit Hilfe der Verzerrungsellipse (Tissotsche Indikatrix)
und Isodeformaten (Linien gleicher Léngen-, Flichen-
oder Winkelverzerrung) lassen sich diese Verzerrungen
und damit die Abbildungseigenschaften eines Netzent-
wurfes tliber das gesamte Gebiet der Karte graphisch ver-
anschaulichen.

Die Berechnung der infinitesimalen Gré8en erfolgt unter
Anwendung der Differentialgeometrie aus den Abbil-
dungsfunktionen des Kartennetzentwurfes, die in allge-
meiner Form durch

x = x(4,9)

y =y 9) o
gegeben sind, wobei 4 und ¢ die geographischen Koordi-
naten eines abzubildenden Punktes darstellen.

Fiir die Berechnung der lokalen Abbildungsverzerrungen
ist daher die Kenntnis des Kartennetzentwurfes zwingend
notwendig. Bei Genauigkeitsanalysen fiir Altkarten tau-
chen in diesem Zusammenhang zwei Probleme auf. Einer-
seits ist in der Regel der Netzentwurf unbekannt oder kann
nur vermutet werden (z.B. die Plattkarte). Andererseits
sind Altkarten aufgrund der damaligen unzureichenden
Messmethoden (einschlieBlich grober Mess- und Kartier-
fehler sowie Materialdeformationen der verwendeten
Druckformen wie z.B. Holz) mehr oder weniger geome-
trisch heterogen und entziehen sich daher einer einfachen
analytischen Abbildungsfunktion, wie sie in der Karten-
netzlehre {iblich sind.
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Zur Losung des Problems muss zunichst eine Abbil-
dungsvorschrift fiir die verzerrte Altkarte (im folgenden
,, verzerrungsabbildung®“ genannt) gefunden werden,
die fiir einen beliebigen Punkt im Urbild mit den geogra-
phischen Soll-Koordinaten (4, ¢) den entsprechenden
(fehlerhaften) Punkt im Abbild (Altkarte) mit den kartesi-
schen Ist-Koordinaten (&, #) liefert

$=X(40)

A 2
n="Y(9) @
Ist diese Verzerrungsabbildung gefunden, lassen sich die

gesuchten infinitesimalen GroBen unter Anwendung der
Differentialgeometrie berechnen.

2 Definition der Verzerrungsabhildung

Zur Generierung von Verzerrungsnetzen fiir Altkarten hat
der Autor die ,,Multiquadratische Interpolation” nach
Hardy (1971) vorgeschlagen, die rechentechnisch sehr
einfach umzusetzen ist und in ihrer gesamten Homogeni-
tit optimale Ergebnisse gewihrt (Beiveke, 2001). In jiings-
ter Zeit hat auch Brerreraver (2005) die gleiche Interpo-
lationsmethode empfohlen. Dieses Verfahren zur Generie-
rung von Verzerrungsnetzen fiir Altkarten kann aber auch
zur Losung der Verzerrungsabbildung nach (2) herange-
zogen werden, da es sich im Grunde um die gleiche Auf-
gabenstellung handelt (Transformation von Soll- nach Ist-
Koordinaten).

Die Verzerrungsabbildung als Funktion der geographi-
schen Koordinaten 4 und ¢ kann daher in allgemeiner
Form folgendermafen definiert werden

Y(4,0) =y'(2,0) +w(i 0)

Sie setzt sich zusammen aus einem Koordinatentransfor-
mationsteil x'(4, ¢)undy’(4, ¢) sowie den multiquadra-
tischen Interpolationsfunktionen u (4, ¢) und w (4, ¢).
Die Qualitiit der Verzerrungsabbildung hédngt natiirlich im
groB3en Malle von der Auswahl und Konstellation der kor-
respondierenden Passpunkte ab. Wihrend die Auswahl
der Passpunkte (in der Regel eindeutig identifizierbare
Objekte wie Ortslagen) kaum Probleme bereiten, da
ihre Zuordnung in der Altkarte iiber den Ortsnamen
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und die Lage der Nachbarortschaften meistens gelingt,
miissen bei der Konstellation — wiinschenswert ist hier
eine homogene Verteilung — Abstriche gemacht werden,
weil z.B. mehr oder weniger grofle Teilgebiete der Altkar-
te keinerlei Ortsangaben enthalten, da sie durch Kartu-
schen oder grafische Ausschmiickungen wie Wappen
oder grof3e figurative Darstellungen belegt sind. Das ldsst
sich bei Genauigkeitsanalysen von Altkarten leider nicht
immer verhindern, so dass diese Gebiete mit Vorsicht zu
interpretieren sind.

2.1 Zur Koordinatentransformation

Bei Genauigkeitsuntersuchungen von Altkarten wird in
der Regel die Ahnlichkeitstransformation (auch: Helmert-
transformation, engl. Euclidian transformation) verwen-
det

x'(A o) =t +13-x(4,0) — 15 (4, ) (4)
V(o) =t+13-y(A0) +ts-x(4,0)

Darin bedeuten
t1, ty, t3, t4 die vier Transformationsparameter der Ahn-

lichkeitstransformation und ;c&l, Z; die Abbildungsfunk-
tionen eines adidquaten Altkarten-Netzentwurf nach (1).
Dariiber hinaus kann auch die affine, die bilineare oder
auch die projektive Koordinatentransformation verwendet
werden. Diese sollten aber nur dann eingesetzt werden,
wenn das duBere Erscheinungsbild der Altkarte (z.B.
die Form des Kartenrahmens) dem ,,Verzerrungsbild* die-
ser Transformationsarten weitgehend entspricht. Also zum
Beispiel, wenn ein urspriinglich rechteckiger Kartenrah-
men, durch Materialdeformationen (Druckform, Bedruck-
stoff) offensichtlich verschwenkt oder windschief ist.

2.2 Zur Wabhl eines adidquaten Kartennetzentwurfes
fiir die Altkarte

Fiir den Altkarten-Netzentwurf sollte eine aus der Karten-
netzlehre bekannte Abbildung gewéhlt werden, die der
vorliegenden Altkarte am besten entspricht. Vielfach
kann hier die so genannte ,,Plattkarte (mittabstandstreuer
Zylinderentwurf) verwendet werden, die schon in der An-
tike bekannt war. Die Abbildungsgleichungen der Platt-
karte lauten fiir die Einheitskugel

x(4,0) = (A —4) - cos g, (5.1)
y(49) = (9 —9)

wobei A und ¢ zumeist runde geographische Koordinaten
der Blattmitte sind und ¢, der ldngentreue Breitenkreis ist
(alle Winkel sind hier und im Folgenden im Bogenmal3 zu
verstehen). In der Form (5.1) werden die Abbildungsglei-
chungen an spiterer Stelle (siehe Kap. 3) fiir die partiellen
Ableitungen der Verzerrungsabbildung benétigt. Fiir die
praktische Anwendung, insbesondere hier fiir die ausglei-
chende Ahnlichkeitstransformation miissen die Abbil-
dungsgleichungen noch mit dem MaBstabsfaktor R/mg
multipliziert werden, um konkrete Abbildungskoordina-
ten fiir den Vergleich mit den Passpunkt-Ist-Koordinaten
der Altkarte zu erhalten
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xX(4,9) = g+ (A= 2) - cos g
y(ho) =3 (p—9)

Dabei ist R der Erdradius der Kugel in Einheiten der Auf-
tragskoordinaten (mm bzw. cm) und myg die Kartenmal-
stabszahl. In der Form (5) wird die Abbildung auch als
»Rechteckige Plattkarte bezeichnet, die fiir ¢, = 0°
(Aquator) in die ,,Quadratische Plattkarte” iibergeht.
Der ldngentreue Breitenkreis ¢, liegt bei Altkarten in
der Regel nicht in Blattmitte, hidufig sogar auflerhalb
des Blattes. Ist die Altkarte mit einer Graduierung im Kar-
tenrahmen versehen, ldsst er sich aus dem Gittermaschen-
verhiltnis  s(AZ)/s(Ag) = cosg, berechnen, wobei
s(AZ) und s(Ag) die Strecken eines gleich groBen geo-
graphischen Gitterabstandes in Meridian- und Parallel-
kreisrichtung sind (z.B. A1 = Ag = 1°). Da die Graduie-
rung von Altkarten erfahrungsgemif fehlerhaft ist und
hiufig nicht zum Karteninhalt passt, empfiehlt es sich
¢, aus dem Quotienten m,/m, = cos @, zu bestimmen,
in dem m, und m, die MaB3stabsfaktoren in den Hauptrich-
tungen sind, die aus einer zuvor berechneten ausgleichen-
den Affintransformation (unter Anwendung der quadrati-
schen Plattkarte fiir die Altkarten-Netzabbildung) mit den
homologen Passpunkten (Ortspositionen) stammen. Auf
weitere Altkarten-Netzentwiirfe (z.B. die Trapez-Abbil-
dung) soll hier nicht niher eingegangen werden; siche
dazu BEveke (2001).

(5.2)

2.3 Zur ausgleichenden Ahnlichkeitstransformation

Die vier unbekannten Transformationsparameter werden
im einfachsten Fall durch eine Ausgleichung nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate geschitzt. Mit den n Stiitz-
punkten der Altkarte (Passpunkt-Ist-Koordinaten: &, #),
die iiblicherweise durch eine Digitalisierung gewonnen
und hier als Messbeobachtungen (1) aufgefasst werden

1= n én .. &, ’7n)Ta (6.1)
den Verbesserungen

T
V= (Ve Vg V& Vi oo- VE V) (6.2)
dem Unbekanntenvektor
f: (Zl h 1z t4)T, (63)

und der Koeffizientenmatrix A, welche die n Passpunkt-
Soll-Koordinaten x; = x(4;, ¢;) und y; = y(4;, ¢;) ent-
hilt, die nach den Abbildungsfunktionen eines addquaten
Kartennetzentwurfes wie z.B. der Plattkarte nach (5.2) be-
rechnet werden

1 0 1 0 1 o\"
A 0 1 0 1 0 1 C (64)
X1 Y1 X2 Y2 ... Xp Wn
Y1 X1 —Y2 X2 —Yn  Xn

lauten die Verbesserungsgleichungen im gebriuchlichen
Gaul3-Markov-Modell

1+v=At (6.5)
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aus denen durch Minimierung der Summe der Verbesse-
rungsquadrate vl'v — min die Transformationsparameter
der Ahnlichkeitstransformation erhalten werden

t=(ATA)'ATI (6.6)

Im Hinblick auf die multiquadratische Interpolation wer-
den noch die Verbesserungen

v=At-1 (6.7)

sowie die verbesserten Beobachtungen (bzw. transfor-
mierte Passpunkt-Soll-Koordinaten) benotigt

% =1+v=At, (6.8)

die hier als (Soll-)Stiitzpunkte der multiquadratischen In-
terpolation dienen.

Das Schiitzprinzip der Methode der kleinsten Quadrate
liefert allerdings nur dann optimale Ergebnisse, wenn
die Verbesserungen durch zufillige Messabweichungen
verursacht sind. Das ist aber gerade bei Altkarten mit ih-
ren groben Mess- und Kartierfehlern wie weiter oben
schon erldutert im Allgemeinen nicht zu vermuten.
Hier empfiehlt sich eine ,,Robuste Helmert-Transformati-
on‘* (Caseary/BEeINEKE, 2003), auf die hier aber nicht weiter
eingegangen werden soll.

Fiir die Aufstellung der A-Martix in (6.4) miissen die
Passpunkt-Soll-Koordinaten (normale Auftragskoordina-
ten nach (5.2)) berechnet werden. Diese Abbildungsfunk-
tionen benotigen den Malistab der Altkarte, der aber in der
Regel aus Voruntersuchungen nur ungefihr bekannt ist.

Die Ausgleichung kann somit im ersten Schritt nur mit der
Niherungs-MaBstabszahl m% durchgefiihrt werden. Der
tatsichliche (geschitzte) Malstab der Altkarte (1:my)
lasst sich anschlieBend mit Hilfe des MalBstabsfaktors
m der Ausgleichung

m=/63 +13 (6.9)
wie folgt ermitteln
0
my = K (6.10)
m

Nach einer erneuten Durchrechnung der Ausgleichung
mit dieser tatsidchlichen Kartenmafstabzahl erhilt man
die fiir die Bestimmung lokaler Abbildungsverzerrungen
maBgeblichen Transformationsparameter, aus denen sich
jetzt nach (6.9) ein MaBstabsfaktor von m = 1 ergibt.
Auf eine erneute Durchrechnung kann aber auch verzich-
tet werden, da die Transformationsparameter 73 und 4 (¢
und 7, bleiben unverindert) auf einfache Weise aus den
Ergebnissen der ersten Ausgleichung wie folgt korrigiert
werden konnen

3 1= t3/m

il (6.11)

2.4 Zur multiquadratischen Interpolationsfunktion

Die multiquadratische Interpolation wird durch eine Sum-
mation von n Flichen 2. Grades (Hyperboloiden) gebildet.
Dazu wird eine so genannte Kernfunktionsmatrix D defi-
niert, deren Elemente d;; durch die Distanzen zwischen
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jeweils zwei Punkten (hier im Punktfeld der SollStiitz-
punkte nach (6.8)) und einem noch zu definierenden Glit-
tungsfaktor G berechnet werden

d“ dln
D= : i
dnl dnn
dj=+\/(Gi— %)+ G- +G; i, j=1...n

(7.1)

Die Matrix ist wegen d;; = d;; symmetrisch und entlang
der Hauptdiagonalen fiir G =0 mit Nullen und fiir
G > 0 mit /G besetzt. Mit Hilfe dieser Kernfunktionsma-
trix D lassen sich zwei lineare Gleichungssysteme aufstel-
len

f: =Da, f, = Db (7.2)

worin a und b die zu bestimmenden Interpolationskoeffi-
zienten fiir die x-y-Hauptachsenrichtungen bedeuten und f
die Fehlervektoren (= negative Verbesserungen nach
(6.7)) mit den Komponenten

(7.3)

Die unbekannten Interpolationskoeffizienten erhélt man
somit aus

a= D71f¢ = —D71V5
b=D"'f,=-Dy,
Die multiquadratische Interpolation eines Fehlervektors

(u, w) innerhalb des Stiitzstellengebietes fiir einen belie-
bigen Punkt des Urbildes (4, ¢) erfolgt durch

u(ip) =aTs = 3 a; - 5i(, p)

i=1 (7.5)
W()“v (p) = bTS = Z bi . Si(;tz (ﬂ)

i=1

fe=—ve, £, = —v,.

. (7.4)

worin s = (s1 52 ... sn)T der Streckenvektor ist, der aus
den Distanzen des Interpolationspunktes P’(x'(4, @),
v'(4,9)) nach (4) zu allen (Soll-)Stiitzpunkten P(X, y)
nach (6.8) unter Einbeziehung von G gebildet wird

si(’h (0) =

+\/xl()“7¢) _fci)z + (y’()»,(ﬂ) - }A)i)z + G; i=1...n
(7.6)

Fillt ein Interpolationspunkt exakt auf einen (Soll-)Stiitz-
punkt P’(x’, y') = P(x,y), geht der berechnete Fehler-
vektor (1, w) nach (7.5) exakt in den gegebenen Fehler-
vektor f (fz, f;) nach (7.3) iiber.

Die Formeln (7.1) und (7.4) brauchen nur einmal ausge-
fiihrt werden (sie sind fiir den gesamten Interpolationsbe-
reich konstant), wihrend die Formeln (7.5) und (7.6) fiir
jeden Punkt berechnet werden miissen.

2.5 Zum Glittungsfaktor G

Mit (7.5) ist die multiquadratische Interpolationsflidche
eindeutig bestimmt und entspricht einer Uberlagerung
von n Hyperboloiden. Uber den Glittungsfaktor G kann
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Abb. 1: Multiquadratische Interpolati-
onsflichen fiir die Glittungsfaktoren
G =0und G =30

die Ausformung der Interpolationsfldache beeinflusst wer-
den. Fiir G = 0 entstehen in den (Soll-)Stiitzpunkten nach
(6.8) Kegelspitzen, wihrend fiir G > 0 in den Stiitzpunk-
ten glatte Ubergiinge entstehen, die je nach der GroBe von
G mehr oder weniger gekriimmt sind. In Abb. 1 wird die-
ser Effekt deutlich veranschaulicht.

Fiir die Wahl von G = 0 spricht, dass die Interpolation ab-
solut von jeglicher subjektiven Manipulation frei ist, hat
aber den Nachteil, dass sie in den Stiitzpunkten — wegen
der Kegelspitzen — unstetig und damit nicht differenzier-
bar ist. Im Hinblick auf die Berechnung der Abbildungs-
verzerrungen muss die Interpolationsfldche jedoch iiber
den gesamten Bereich, also auch in den Stiitzpunkten, dif-
ferenzierbar sein. Das ist nur gegeben, wenn G > 0 ge-
wihlt wird. Wie grof soll aber G nun konkret festgelegt
werden? GoprerT (1977) schlugt dazu einen empirisch er-
mittelten Wert von

G=06"s,

in Mit Smin = min(dy); i, j=1...n; i #j
vor, den auch Brerrerpauer (2005) fiir sein Beispiel iiber-
nahm. Bei genauerer Betrachtung ist diese Funktion fiir
die vorliegende Aufgabenstellung (wenn nicht sogar ge-
nerell) indessen ungeeignet, denn sie liefert einen viel zu
groBen Wert, der sich infolgedessen sehr ungiinstig auf die
Interpolation und den Folgeberechnungen (Verzerrungsel-
lipsen, Isolinien) auswirkt.

Eingehende Untersuchungen haben gezeigt, dass bei gro-
Ben G-Werten sich die relativen Max- und Minima merk-
lich von den Stiitzstellen wegbewegen (siehe Abb. 2), so
dass auf den Stiitzstellen und in deren ndherer Umgebung
fehlerhafte differentielle Ableitungen berechnet werden.
Ganz extreme Lageverschiebungen konnen sich bei eng
benachbarten Punkten ergeben.

Der Glittungsfaktor G sollte deshalb so gewéhlt werden,
dass bei der Bestimmung der Abbildungsverzerrungen
(siehe Kap. 3) z.B. die Halbachsen der Verzerrungsellipse
(a und b) ab einem bestimmten Wert von G hinreichend
genau sind, sich also nicht mehr gravierend unterscheiden.
In Abb. 3 ist der obere rechte Ausschnitt einer Verzer-
rungsellipse fiir einen Punkt eines Testdatensatzes fiir ver-
schiedene G-Werte dargestellt. Wie deutlich zu sehen ist,
dndert sich die Form der Ellipse nur noch unerheblich ab
einem Wert von ca. G < 0,01 und bleibt innerhalb der Zei-
chengenauigkeit des Beispiels. Fiir hohere Genauigkeiten
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Abb. 2: Isolinienvergleich der multiquadratischen Interpo-
lationsflichen nach Abb. 1 mit Eintrag der Stiitzpunkte.
Die durchgezogenen Isolinien entsprechen G = 0, die gestri-
chelten Isolinien entsprechen G = 30

Abb. 3: Einfluss des Glittungsfaktors G auf die Verzer-
rungsellipse (Ausschnitt) nach Tissot

kann in Abhingigkeit der Nachkommastellen folgende
empirisch gewonnene Formel dienen

G= IO*RO“nd(O"‘KZ); K = Anzahl der Nachkommastellen
(8)
Da es fiir die vorliegende Aufgabenstellung hinldnglich

genau ist, die Werte der Abbildungsverzerrungen auf
K = 4 Nachkommastellen zu beschrinken, reicht es aus
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G = 107° zu setzen. Damit ist ein Glittungsfaktor festge-
legt worden, der einerseits sehr klein ist (G =~ 0) und des-
halb dem Kriterium nach Objektivitit erfiillt, anderseits
aber noch grof3 genug, um unverfilscht die benotigten dif-
ferentiellen Ableitungen in den Passpunkten zu berech-
nen.

3 Bestimmung lokaler Abbildungsverzerrungen

Mit der in Kapitel 2 definierten Verzerrungsabbildung (3)
lassen sich unter Anwendung der Differentialgeometrie
die lokalen Verzerrungsverhiltnisse einer Altkarte als
Funktion beliebiger geographischer Punktkoordinaten be-
rechnen. Im Folgenden werden zunichst die speziell fiir
Genauigkeitsanalysen von Altkarten bendtigten Grund-
formeln der Abbildungsverzerrungen zusammengestellt,
wobei alle — wie es in der Kartennetzlehre bei kleinmal-
stibigen Netzentwiirfen iiblich ist — fiir die Abbildung ei-
ner Kugeloberfliche in die Kartenebene gelten. Der inte-
ressierte Leser kann entsprechende Formeln fiir die ellip-
soidische Abbildung bei Bucayevskry und Snyper (1995)
finden, aus dem auch (in modifizierter Form fiir die sphé-
rische Abbildung) die hier wiedergegeben Formeln stam-
men. In einem eigenen Abschnitt wird anschlieBend auf
die Berechnung der notwendigen partiellen Ableitungen
eingegangen.

3.1 Grundfunktionen der Abbildungsverzerrungen

Zwecks einfacher Schreibweise sollen nachfolgend die
partiellen Ableitungen der Verzerrungsabbildung (3)
nach den geographischen Koordinaten in der iiblichen
Kurzform X, =0X/0p, X, =0X/0A, Y, =0Y/0p,
Y, = 0Y /04 wiedergegeben werden, wobei des Weiteren
auch auf die symbolische Variabelenliste (4, ¢) der Funk-
tionen verzichtet wird.

Zu den elementaren Grundformeln zéhlen die lokalen
Liéngenverzerrungen

in Meridianrichtung

— Ix2 2
h=,/X;+7Y, (9.1)
und in Parallelkreisrichtung
\/XF+Y?
k=+——. (9.2)

cos ¢

Da die Kehrwerte 1/h und 1/k den lokalen Mafstabsver-
zerrungen in den Hauptrichtungen entsprechen, folgen
daraus unmittelbar die relativen lokalen Maf3stabsabwei-
chungen

1
in Meridianrichtung Amy, = <ﬁ — 1> 100% (10.1)

1
und in Parallelkreisrichtung Amp = <k - 1> 100%

(10.2)
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Weil sich der Maf3stab bei Wahl der Rechteckigen Platt-
karte als addquater Alkarten-Netzentwurf nach (5) ledig-
lich nur auf die Nord-Siid-Richtung bezieht (man spricht
hier auch von KugelmaBstab oder AquatormaBstab), ist in
diesem Falle lediglich die Mal3stabsabweichung in Meri-
dianrichtung von Bedeutung, die insbesondere bei der Ge-
nerierung von Linien gleicher MalBstabsabweichung
(Aquideformate) zur Darstellung kommt.

Unter zu Hilfenahme des Abbildungswinkels @ zwischen
dem Meridian und Parallelkreis im Schnittpunkt P(4, ¢)

X, X, +Y,Y; (11)
hk cos ¢

lassen sich mit (9) direkt die Halbachsen (a > b) der Ver-
zerrungsellipse nach Tissot ermitteln

® = arccos

a=3 (\/h2 + 2hk sin © + k2 + v/h* — 2hksin@+k2)
b% (\/h2 + 2hk sin O + k2 — \/h? — 2hk sin O + k2)

(12)
und daraus die lokale maximale Winkelverzerrung
w= 2arcsina_b (13)

a—+

sowie die lokale Flichenverzerrung
® = ab = hksin 0. (14)

Im Hinblick auf die Visualisierung von Verzerrungsellip-
sen, bei denen zusitzlich noch die Richtungen der Halb-
achsen in der Abbildung bestimmt werden miissen, emp-
fiehlt sich allerdings statt (12) ein anderer Berechnungs-
weg. So ist die Funktion fiir die lokale Léngenverzerrung
(1) in eine beliebige Richtung o gegeben durch

u(o) = V2 cos? o + hk cos @ sin 20 + k2 sin’ o, (15.1)
wobei o das Azimut im Urbild, also auf der Kugelober-
fliche darstellt. Diese Funktion nimmt fiir die Azimute
2hk cos ©

W und Ol = o1 + 90°

1
o) = ~arctan
01 =5

(15.2)

Extremwerte an. Werden diese in (15.1) eingesetzt erhilt
man die maximale und minimale Langenverzerrung
wy =poor),  pp = u(o02) (15.3)

und daraus die Halbachsen der Verzerrungsellipse nach
Tissot

a=max(u,, u,), b=min(u,, u,). (15.4)

Die Richtung der maximalen Léngenverzerrung o im Ur-
bild erhilt man iiber eine logische Fallunterscheidung

o
o = 4 20

%02
woraus die (verzerrte) Richtung der maximalen Lingen-

verzerrung f3, — bezogen auf die Richtung des abgebilde-
ten Meridians — in der Abbildung berechnet werden kann

wenn: a =u,

: (15.5)
Wenn: a =i,

hcot o
= t tO |.
By = arcco ( sin @ +co )

(15.6)
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Mit dem lokalen Richtungswinkel des abgebildeten Me-
ridians (auch: Meridiankonvergenz)

= arctan(X,/Y,) (15.7)

erhélt man schlieBlich den Richtungswinkel (zdhlt positiv
im Uhrzeigersinn von der senkrechten y-Achse aus) der
groBen und kleinen Halbachse (a, b) in der Kartenabbil-
dung

Bo=Bo+7 By=PBu+3.

Fiir die Generierung einer Verzerrungsellipse mit entspre-
chenden Rechen- und Graphikprogrammen ist hier aller-
dings nur die Richtung der grolen Halbachse a von Be-
deutung.

(15.8)

3.2 Partielle Ableitungen der Verzerrungsabbildung

Die vier partiellen Ableitungen der Verzerrungsabbil-
dung, die jeweils nur einmal pro Punkt P(A, ¢) fiir die
Formeln (9) und (11) benétigt werden, sind relativ einfach
zu ermitteln. In der iiblichen Kurzform ergibt sich zu-
nichst aus Formel (3)

_ /
X(/,—x,p—i-u(/,

Y,=y +w

4 [ 4
X;VZX/{-FM;V (16.1)
Y, =y, +w

Fiir die partiellen Ableitungen der Ahnlichkeitstransfor-
mation nach (4) erhélt man

X, =13 X, — s Yy
Yp =1 Yp+14 X,
X, =8BX,— 14y,
V=8B YA+ 14 x;

S

(16.2)

und fiir den multiquadratischen Interpolationsanteil nach
(7.5)

n (! % Ty 5
_ aTe X, (x"=%;)+y, (' =)
U, =as, =y a-+-——"—— o
i=1
n T3 W S
Xy (X7 =Xi) Y, (¥ =i
wy = s, = 3 b, 0T
i=1
T X =)y (=) (163)
u, =a Sl:;ai—" XiA

n (2 ! 5
T X (o =)yl (v =)
w,=Dhb Si:Zbi—' T

i=1
Somit folgt allgemein, also unabhingig vom verwendeten
addquaten Altenkarten-Netzentwurf

N (63 Xp—ta y) (' =3) (3 Ypta %) (350
X:t’;x—t _i_Za'Bw_Arp AP 3 VpTl4 Ay —Ji
p =13 Xp =14 Yy i

: Si
i=1

Y(p =1, +1y X, + i bi (13 Xp—ta yp) (X' =Xi)+(13 yptta X,) (' =3i)

N Si
i=1

& (13 x5 =14 y;) (" =) +(13 yitta x;) (' =9i)
XAZISXA_M)’).‘FZCH 3 X\ —l4 Y i 3 Yarla X))V —Yi
i=1

Si

n ! % 'Rl . /7A,
Y,=t3x, — s v+ Z bi (13 x3—tg ;) (x"=2)+(t yitta x;) (0" =)

Si
i=1

(17.1)
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Speziell fiir die bei Genauigkeitsanalysen von Altkarten
wichtige Rechteckige Plattkarte mit den partiellen Ab-
leitungen x, = 0, y, = 1, x; = cos ¢, und y; = 0 fiir die
Einheitskugel nach (5.1), ergeben sich folgende stark ver-
einfachte Ausdriicke

n WA ;-
X(ﬁ: —[4+Zaiw

‘ Si
i=1

Y¢:t3+ibiw

= o (17.2)
X, = <t3 + Zai (" =%i)+ta(y Yi)) cos ¢
i=1

Si

n

y; = <t4 + Z b; f3(x/—xi);tl4(y/—)’i)> cos @,
i=1
Bei hoher Punktanzahl wirken sich die Summationen in
(17) spiirbar auf die Rechengeschwindigkeit aus. Es emp-
fiehlt es sich daher fiir eine schnelle Berechnung, hiufig
wiederkehrende Terme, wie z.B. den Streckenvektor s
oder die Koordinatendifferenzen (x' — %;) und (v’ — ¥,)
usw. vorab zu berechnen.

4 Die inverse Verzerrungsabbildung
(Entzerrungsabhildung)

Die Verzerrungsabbildung nach (2) bzw. (3) entspricht im-
mer einer Koordinatentransformation vom Urbild (Kugel:
A, @) zum Abbild (Altkarte: &, #). Mit Hilfe der in Kapitel
3 definierten Funktionen fiir die Abbildungsverzerrungen,
konnen fiir beliebige geographischer Koordinaten die lo-
kalen Verzerrungsverhiltnisse nach den speziellen For-
meln (9) bis (17) berechnet werden, wobei die Verzer-
rungswerte in der Altkarte immer fiir den jeweiligen Ab-
bildungspunkt {&, n}, {X(4, ¢),Y(4, @)} gelten.

So lassen sich zum Beispiel Verzerrungsellipsen auf den
Passpunkten der Altkarte als Funktion ihrer korrespondie-
renden geographischen Soll-Koordinaten generieren (sie-
he Abb. 4). Des Weiteren ist die Darstellung von Verzer-
rungsellipsen auf den Gitternetzschnittpunkten eines geo-
graphischen Verzerrungsnetzes moglich (siehe Abb. 5).
Erfahrungsgemif} liegt aber ein Verzerrungsnetz mehr
oder weniger verdreht in der Altkarte vor, einige Gitter-
netzschnittpunkte oder Passpunkten liegen eng, andere
weit auseinander und fiihren infolgedessen zu inhomoge-
nen Darstellungen, wie auch die Beispiele zeigen.

Hier kann es sinnvoll sein, liber das gesamte Gebiet der
Altkarte (im Koordinatensystem der Beobachtungen
nach (6.1) = Digitizer-Koordinaten) ein reguléres Gitter-
netz zu legen und auf den einzelnen Gitterpunkten z.B. die
Verzerrungsellipsen darzustellen (siehe Abb. 6). Auch fiir
die Darstellung von Isolinien (sieche Abb. 7), die iiber
rechnerische Interpolationsverfahren auf regel- oder unre-
gelmiBig verteilten Stiitzpunkten in der Altkarte generiert
werden, ist es erforderlich, die Verzerrungswerte als
Funktion beliebiger kartesischer Koordinaten zu berech-
nen.

Um das zu ermoglichen, ist es zunédchst notwendig, die
Verzerrungsabbildung umzukehren
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()
“1(&m)

Da dies der Transformation eines (fehlerhaften bzw. ver-
zerrten) Kartenpunktes (&, #) nach den (unverfilschten)
geographischen Soll-Koordinaten (4, ¢) entspricht,
kann die inverse Verzerrungsabbildung somit auch als
Entzerrungsabbildung bezeichnet werden, mit deren
Hilfe anschlieend die gewiinschten Abbildungsverzer-
rungen nach Kapitel 3 fiir den ausgewihlten Altkarten-
punkt (&, ) abgeleitet werden konnen.

Die Entzerrungsabbildung (18.1) kann allerdings nur {iber
numerisches Naherungsverfahren gelost werden, weil
sich die komplexen Abbildungsformeln nach (3) nicht di-
rekt (analytisch) umkehren lassen. Zur Losung empfiehlt
sich hier die zweidimensionale Newton-Iteration

(J) _ (ﬂ) _ (w’: P X, gok))l
gkt o* Y05 of) v,(08 ¢b)

k
(Ej" ; f)-’%k—o, 1,2,

die abgebrochen werden kann, wenn die Betriige der An-
derungen |AZF| = [/ — 2% und |Ag¥| = [¢p*T! — ¢¥| in
der k-ten Iteration hinreichend klein ausfallen.

Die Invertierung der Jacobi-Matrix (mit den partiellen
Ableitungen der Verzerrungsabbildung nach Kapitel
3.2) kann auf einfache Weise direkt gelost werden

(xm, P X,k (pk))‘l:

Yg(/lk, o*) Yw(ﬂuk,(/)k)
Y<ﬂ(ik’ gpk) _X(ﬂ(/lka (ﬂk)
_Yi(;{kv Wk) Xi(’]”ka {/)k)
X5 (2, ¢0) - Y, (4, 0F) = Y25, ob) - X, (A5, ob)
(18.2)

Bleibt nur noch die Frage der Startwerte 1°, ¢° offen, die
gute Nidherungswerte der gesuchten geographischen Ko-
ordinaten sein sollen, um mit wenigen Iterationen ans Ziel
zu kommen. Die Ermittlung dieser Startwerte kann in drei
Schritten erfolgen:

(18.1)

(18.2)

(1) Bestimmung von (multiquadratisch) interpolierten
Verbesserungsvektoren (i, w)

Die Berechnung erfolgt anlog wie im Kapitel 2.4 be-
schrieben, nur das jetzt eine neue Kernfunktionsmatrix
D definiert wird, deren Elemente Funktionen der Beob-
achtungen (¢;, #,) nach (6.1) sind, also den Passpunkten
in der Altkarte

PN =
i,j=1...n. (19.1)

Unter zu Hilfenahme der nach (6.7) ermittelten Verbesse-
rungen ergeben sich die Interpolationskoeffizienten zu

b=D"lv,. (19.2)

a= ]_)_IV§,
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Mit dem Streckenvektor

si(&, n) =+\/(é—él)2+(n—ni)2+6; i=1...n
(19.3)

fiir den aktuell zu bestimmenden Punkt (&, #), erhilt man
dann die Komponenten des (interpolierten) Verbesse-
rungsvektors

u=u(, n)=as= ijlc_li “5i(& m)

- no (19.4)
w=w( n)=b's=3bi-5( n)
i=1
(2) Inverse Ahnlichkeitstransformation
Die Invertierung von (4) ergibt
xozfl +f3'éo+f4‘770 (201)

W=bh+bn" =1 &
und liefert die Niherungs-Abbildungskoordinaten (x?, y°),

wie man sie mit der addquaten Altkartenabbildung nach
(5.2) fiir (}0 ¢°) erhalten wiirde. Dabei sind

& =E+alE n)
" =n+w( n)

die Niherungs-Soll-Koordinaten des aktuellen Punktes
(&, ) in der Altkarte und

(20.2)

7 Hh-tz3+hH -1 - h-la—0h- 13
=~ a 2 = 2T 2.2 >
5+ 241
_ 13 _ 7
t3 :ﬁ, t4 - R (203)
3+18 B+14

die (inversen) Transformationsparameter, die Funktionen
der nach (6.6) und (6.11) bereits ermittelten Transforma-
tionsparameter fiir die Normaltransformationsrichtung
(Soll — Ist) sind.

(3) Inverse Altkartenabbildung

Aus der Umkehrung der addquaten Altkartenabbildung in
allgemeiner Form nach (1)
A=x"'(x, y)

p=y"(x y)

ergeben sich — hier speziell fiir die Rechteckige Plattkarte

nach (5.2) — durch Einsetzen der Ndherungs-Koordinaten
(x°, ¥) nach (20.1) schlieBlich die gesuchten Startwerte

(21.1)

0

’IO:xil(xO’ ") :14'%'00);% (21.2)
0 __ —l(xo 0)-*4_% 0 :
P =Yy y Y) =@ TR Y

5 Anwendungsheispiele

Die hier ausgewihlten Beispiele entstammen einer Ge-
nauigkeitsanalyse fiir die ostorientierte Preuflenkarte
von Heinrich Zell aus dem Jahre 1542, die im Original
ein Holzschnitt von vier Druckstdcken ist und eine Fldche
von ca. 50 x 70 cm? im Querformat abdeckt. Zwecks bes-
serer Veranschaulichung fiir eine Schwarz-Weill-Darstel-
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Abb. 4: Verzerrungsellipsen auf den unregelmdpfig verteil-
ten Passpunkten in der Altkartze

Abb. 5: Verzerrungsellipsen auf den Gitternetzschnittpunk-
ten eines geographischen Verzerrungsnetzes

QOO0 00CO0O
QOO OOCOO0
QOO0 0000O

Abb. 6: Verzerrungsellipsen auf einem reguliren Gitternetz
im Koordinatensystem der Altkarte

lung ist bei den Abbildungen auf eine Hinterlegung der
Karte verzichtet worden. Bei Bedarf konnen die Daten-
sitze (Soll- und Ist-Koordinaten der korrespondierenden
Passpunkte) als ACSII-Files vom Autor angefordert wer-
den.

Die Abb. 4 und 5 zeigen die Anwendungen fiir den Einsatz
der direkten Verzerrungsabbildung nach (3), und Abb. 6
und 7 die Anwendungen fiir den Einsatz der inversen Ver-
zerrungsabbildung nach (18).

6 Abriss

Um die Verzerrungen einer Karte unter Anwendung der
Differentialgeometrie zu bestimmen, ist die Kenntnis
der Abbildungsfunktion des verwendeten Kartennetzent-
wurfes notwendig. Bei Altkarten besteht das Problem,
dass die Abbildungen in der Regel nur vermutet werden
konnen und dass sie dariiber hinaus geometrisch hetero-
gen sind. Infolgedessen entziehen sie sich einer gebriuch-
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Abb. 7: Linien gleicher relativer Flichenverzerrung in
Stufen von jeweils 50%, von schwarz (< —50%) bis weifs
(> 250%)

lichen analytischen Abbildungsfunktion, wie sie in der
Kartennetzlehre verwendet werden.

Fiir Genauigkeitsanalysen von Altkarten wurde deshalb
auf der Grundlage der multiquadratischen Interpolation
nach Hardy eine analytische Abbildungsvorschrift vorge-
schlagen (hier ,,Verzerrungsabbildung* genannt), mit de-
ren Hilfe infinitesimale Groen zur Bestimmung lokaler
Verzerrungen in Altkarten berechnet werden konnen.
Diese Verzerrungsabbildung setzt sich zusammen aus
einem Koordinatentransformationsteil (Helmerttransfor-
mation) mit integrierter Abbildungsfunktion fiir einen
addquaten Altkarten-Netzentwurf sowie einem multiqua-
dratischen Interpolationsanteil, der die ,,Liicke* von der
Soll-Lage eines Punktes zu dessen Ist-Lage schlieft.
Die Abbildung entspricht somit einer Koordinatentrans-
formation vom (unverzerrten) Urbild (Kugel: 4, ¢) bis
zum (verzerrten) Abbild (Altkarte: &, ).

Das Verfahren lasst sich im Prinzip auf alle Altkarten an-
wenden, solange ein annihernd passender Kartennetzent-
wurf mit bekannter Abbildung gewéhlt wird, der hier nur
die Funktion einer N#herungsabbildung hat und erfah-
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rungsgemal gefunden werden kann. Exemplarisch wurde
hier die ,,Plattkarte (mittabstandstreuer Zylinderentwurf)
verwendet, die wegen der einfachen Handhabung fiir zahl-
reiche Altkarten Konstruktionsgrundlage war.

Da es fiir bestimmte Darstellungen im Koordinatensystem
der Altkarte (z.B. Isolinien oder Verzerrungsellipsen auf
einem reguliren Gitternetz) erforderlich ist, die Verzer-
rungen auch als Funktion beliebiger kartesischer Koordi-
naten zu ermitteln, wurde zu diesem Zweck noch die in-
verse Verzerrungsabbildung (hier ,Entzerrungsabbil-
dung® genannt) eingegangen, die iiber ein numerisches
Niherungsverfahren (zweidimensionale Newton-Iterati-
on) gelost werden kann.

Neben der Behandlung und Festlegung des Gléttungsfak-
tors G fiir die multiquadratische Interpolation und einer
Zusammenstellung aller relevanten Berechnungsformeln
fiir die Abbildungsverzerrungen, die bei Genauigkeitsana-
lysen von Altkarten anfallen, wurden an Hand einiger An-
wendungsbeispiele die vorgestellten Methoden veran-
schaulicht.
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Zusammenfassung

Auf der Grundlage der multiquadratischen In-
terpolation nach Hardy wird fiir Genauigkeits-
analysen von Altkarten eine analytische Abbil-
dung vorgeschlagen, mit deren Hilfe infinitesi-
male GroBlen zur Bestimmung lokaler Verzer-
rungen in Altkarten berechnet werden konnen.
Die Methode wird detailliert aufzeigt und an
Hand einiger Graphiken veranschaulicht.

Abstract

For accuracy analyses of old maps on the basis of
the multiquadratic interpolation by Hardy an
analytic projection is suggested, with their as-
sistance infinitesimal values for the determina-
tion of local distortions in old maps can be
computed. The method is described in detail and
illustrated with some graphics.
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