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Im Konzept des Data Snooping wird ein Mess-
wert als grob fehlerbehaftet angesehen, wenn
seine normierte Verbesserung einen gewissen
kritischen Wert iiberschreitet. Die GroBe des
kritischen Wertes wird meist aus der Irrtums-
wahrscheinlichkeit fiir den entsprechenden
Hypothesentest abgeleitet. Wir schlagen vor,
diesen Wert so zu wihlen, dass die Varianz der
Schéitzfunktion minimiert wird. Dann héingt
dieser Wert vom Ausgleichungsmodell ab und
muss vorher mit der Monte-Carlo-Methode be-
stimmt werden. Wir illustrieren die Methode am
Beispiel einer Messreihe (direkte Messungen)
und einer ausgleichenden Geraden.

1 Einleitung

Jeder im Vermessungswesen Titige ist schon mit groben
Abweichungen und Ausreiflern in Messdaten in Beriih-
rung gekommen, sei es beim Sammeln solcher Daten in
der Ortlichkeit oder bei ihrer Bearbeitung im Biiro. Trotz-
dem gibt es in vielen Fillen keine etablierte und erst recht
keine allgemein verbindlich festgelegte Vorgehensweise.
Leider neigen Menschen im Umgang mit empirischen Da-
ten intuitiv zu Fehlschliissen, so dass die Intuition keine
gute Richtschnur darstellt. So lesen Menschen aus Daten
tendenziell das heraus, was ihnen plausibel erscheint oder
ihren Erwartungen entspricht. Die Kognitionswissen-
schaft kennt viele Formen der kognitiven Voreingenom-
menheit im Umgang mit empirischen Daten (HaseLTON
u.a. 2005).

Folgende Verfahren im Umgang mit groben Abweichun-
gen und Ausreiflern sind im Vermessungswesen mehr oder
weniger etabliert (JAGER u.a. 2005):
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wie groB ist zu grof?

1.1 Klassisches Data Snooping

Das GauB-Markov-Modell (GMM) der klassischen Aus-

gleichung nach kleinsten Quadraten (L2-Norm) wird um

einen Storungsparametervektor erweitert, der auf Signifi-
kanz getestet wird. Die Berechnung folgt einem Iterati-
onsschema:

1. Herkdmmliche Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
(GMM)

2. Test auf Giiltigkeit des stochastischen Modells durch
den Globaltest. Bei Annahme der Nullhypothese des
Globaltests endet die Prozedur.

3. Berechnung sogenannter normierter Verbesserungen
NV

4. Uberpriifung, ob die groBte normierte Verbesserung
einen gewihlten kritischen Wert NVmax iiberschreitet.
Ist das der Fall, wird der Messwert mit der gro3ten nor-
mierten Verbesserung als grober Fehler verdéchtigt und
aus dem Datensatz gestrichen. Die Prozedur wird ab 1
wiederholt.

5. Die Prozedur endet, wenn keine groben Fehler mehr
identifizierbar sind.

Normierte Verbesserungen werden durch

NV = vil\/pi (1a)
o0\/Ti

aus dem a-priori-Varianzfaktor 67, den Verbesserungen
(Residuen) v;, den Gewichten p; und den Redundanzantei-
len r; des GMM berechnet.

Dieses Verfahren hat den Nachteil, dass grobe Fehler oft
nicht gefunden werden, da sie durch die Ausgleichung
nach kleinsten Quadraten auf mehrere Verbesserungen
»verschmiert” werden. Auflerdem ist der Iterationszyklus
bei mehr als einem groben Fehler theoretisch nicht gut
begriindet.

1.2 AusreiBertest nach Pope

Ist der a-priori-Varianzfaktor 67 nicht oder nicht zuverlés-
sig bekannt, dann kann nach Pope (1976) alternativ mit
dem empirischen (a-posteriori-) Varianzfaktor 6% gearbei-
tet werden. Man gelangt dann zu sogenannten studenti-
sierten Verbesserungen (Residuen):

vl /o
o =l
G0+/Ti
Der Ausreif3ertest nach Pope sollte nur verwendet werden,
wenn kein Data Snooping nach Baarda moglich ist, denn

er ist weniger zuverldssig (vgl. z.B. HEkimoGLU und KocH
2000).

(1b)
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1.3 Robuste Verfahren

Es kommen Ausgleichungsverfahren zum Einsatz, welche

eine bestimmte Anzahl von groben Fehlern tolerieren,

ohne das Ergebnis zu verfilschen. Am wichtigsten ist

die grofie Klasse der M-Schitzer (HuBer 1981).

Robuste Verfahren

1. liefern grobe Fehler viel treffsicherer, da es anders als
bei kleinsten Quadraten allenfalls einen geringen Ver-
schmierungseffekt gibt (HEximoGLu 2005a).

2. liefern bei Abwesenheit von groben Fehlern und auch
sonst vorliegenden Voraussetzungen des klassischen
Ausgleichungsmodells nicht die optimale Losung.

3. sind an das spezielle Problem etwas anpassungsbediirf-
tig und verlangen mehr Erfahrung bei der Wahl von Op-
tionsparametern. Der Neuling auf dem Gebiet der Ro-
busten Verfahren wird nicht selten zunéchst vollig un-
plausible Ergebnisse erhalten.

4. sind nicht iiberall implementiert, meist nur bei hoch-
wertigen oder wissenschaftlichen Softwareprodukten,
etwa zur geoditischen Netzberechnung. Die robuste
Schitzung nach Huber durch iterative Regewichtung
ist aber bequem in jedes Ausgleichungsprogramm zu
integrieren (siehe hierzu JAGER u.a. 2005).

Der Autor wiirde es sehr begriilen, wenn robuste Verfah-
ren in den nichsten Jahren weiter an Bedeutung gewinnen
wiirden. Leider gibt es in den Curricula der einschlidgigen
Hochschul-Studienginge immer weniger Raum fiir die
Ausbildung in Geoditischer Ausgleichungsrechnung,
und die breite Masse der Anwender wird sich nicht
ohne fundierte Kenntnisse auf das Gebiet der Robusten
Verfahren vorwagen. Deshalb betrachten wir im Weiteren
diese Verfahren nicht.
Samtliche Strategien und Verfahren zur Behandlung von
groben Abweichungen und Ausreil3ern miissen einen im-
manenten Zielkonflikt 16sen: Sie miissen verhindern, dass
grobe Fehler das Ergebnis verfilschen. Gleichzeitig sollen
moglichst keine brauchbaren Messdaten verloren gehen,
oder es soll im Fall, dass tatsdchlich keine groben Fehler
vorliegen, nicht zu weit von der optimalen Losung abge-
wichen werden.

Beim Data Snooping wird das Optimum zwischen beiden

Fiéllen durch den richtigen kritischen Wert NVmax fiir

normierte Verbesserungen angenommen: Wird dieser

Wert zu klein gewihlt, werden brauchbaren Messdaten

verloren gehen. Praktisch wird dieser Wert aber nicht er-

gebnisoptimiert eingestellt, sondern durch Vorgabe einer

Irrtumswahrscheinlichkeit fiir die Nullhypothese ,,Es ist

kein grober Fehler vorhanden® beim Signifikanztest des

Storungsvektors. Oder es wird von allgemeinen Erfahrun-

gen ausgegangen. In der Geoditischen Literatur wird

meist angegeben:

2,5 < NV < 4,0: grober Fehler ist moglich
NV 2> 4,0: grober Fehler ist wahrscheinlich

Offen bleibt meist, ob auch mogliche grobe Fehler elimi-
niert werden sollen, oder nur wahrscheinliche.

Im Folgenden wihlen wir einen anderen Zugang: Wir ver-
suchen, ausgehend von einem stochastischen Modell der
groben Fehler, den kritischen Wert NVmax so zu wihlen,
dass die Varianz der geschiitzten Parameter des GMM mi-
nimal wird.
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2 Messabweichungen und Ausreifier

AusreiBler (engl.: outlier) sind extreme Merkmalswerte in

Messdatensitzen, also Messwerte, die im Ausgleichungs-

modell nicht zu den anderen Messwerten des Datensatzes

zu passen scheinen. Ausreiler legen den Schluss nahe,
dass sie durch grobe Messabweichungen entstanden sind.

Eine Messabweichung gilt als grob, wenn sie bei ord-

nungsgemifBer Funktionsweise der Messgerite und Ar-

beitsweise des Messenden prinzipiell vermeidbar gewe-
sen wire. Man kann sie als echten Fehler im Sinne von

LHlrrtum® ansehen, weshalb hier die Bezeichnung ,,grober

Fehler* (engl.: gross error) erlaubt ist. Der Kiirze wegen

sprechen wir im Weiteren von ,,groben Fehlern®. Andere

Messabweichungen sind keine Irrtiimer und damit in die-

sem engeren Sinne auch keine Fehler, selbst wenn sie frii-

her so bezeichnet wurden und auch heute noch teilweise
werden.

Andere Autoren (z.B. JAGER u.a. 2005) sprechen allge-

mein von ,,Datenstorungen®, worunter alle Effekte ver-

standen werden konnen, denen im stochastischen Modell
der Ausgleichung nicht Rechnung getragen wurde.

Klassische Beispiele fiir grobe Fehler sind das falsche No-

tieren von Zahlen, das Verwechseln von Zahlen oder

Punkten sowie die falsche Handhabung der Gerite. Bei

digitalem Datenfluss entfallen zumindest einige Fehler-

quellen, jedoch kommen neue hinzu:

— Modernen Messverfahren wohnen bisher nicht ge-
kannte Quellen fiir grobe Fehler inne. Beispiel: Bei
der reflektorlosen Distanzmessung in Tachymetern
und Laserscannern kommt es héufig zu Fehlreflexio-
nen. So ist ein bestimmter Prozentsatz grober Fehler
in einer mit Laserscanner erfassten Punktwolke selbst-
verstidndlich. Hier ist schon fast der Grundsatz der Ver-
meidbarkeit strittig. Die Beseitigung dieser Fehler ist
letztlich ein routinemifBiger Vorgang bei der Auswer-
tung.

— Neben den durch dass Messverfahren verursachten
Fehlern miissen bei hochautomatisierten Messgeriten
Fehler der Instrumentensoftware in Betracht gezogen
werden. Diese sollten als prinzipiell vermeidbar und
damit grob gelten. Solche Fehler konnen bei der wach-
senden Komplexitit und den immer kiirzeren Produkt-
zyklen kaum noch ausgeschlossen werden. Man veran-
schauliche sich dazu folgenden Sachverhalt: Ein Mess-
wert durchlaufe M Verarbeitungsschritte, in denen je-
weils ein grober Fehler mit den sehr geringen Wahr-
scheinlichkeiten P;, P, Ps, ..., Py auftritt. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen groben Fehler im Endergebnis
betrdgt bei Unabhiéngigkeit der Ereignisse

P=1-(1-P)-(1-P,)..
(1—=Py)~ P+ P+ ...+ Py > M - min(P;)

Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit grober Fehler
wichst etwa linear mit der Anzahl der Verarbeitungs-
schritte M an.

Nicht jeder Ausreiler ist durch grobe Fehler verursacht
worden. Auch zufillige Messabweichungen kdnnen zu
extremen Merkmalswerten fiihren. Wenn man diese wie
iiblich als stetige Zufallsgroen ansieht und eine Normal-
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verteilung unterstellt, konnen Abweichungen vom Erwar-
tungswert von mehr als dem Dreifachen der Standardab-
weichung bekanntlich mit einer Wahrscheinlichkeit von
0,0026 auftreten. Das erscheint zunéchst relativ unwahr-
scheinlich, hat man jedoch sehr viele normalverteilte
Messungen vorgenommen, so betrigt die Wahrscheinlich-
keit P, dass keine zufillige Abweichung iiber dem Drei-
fachen der Standardabweichung liegt (Poisson-Prozess)

P = exp(—N - 0,0026)

mit folgenden Werten

N 20 50 100 200 500
P 0,95 0,88 0,77 0,59 0,27

1000
0,07

Ab 300 Messwerte sind zufillige Ausreiler von mehr als
dem Dreifachen der Standardabweichung somit wahr-
scheinlicher als 50 %!

In empirischen Untersuchungen hat sich sogar gezeigt,
dass wirkliche Fehlerverteilungen langsamer als die Nor-
malverteilung abklingen, wonach noch hiufiger mit zufil-
ligen extremen Merkmalswerten zu rechnen ist. Diese Er-
kenntnis findet sich wahrscheinlich erstmalig bei Bessel
(1818). Als Mal hierfiir wird in der Statistik der Exzess
(Wolbung, Kurtosis) v, eingefiihrt:

y2="—7-3 (2)

Hierbei ist my das vierte zentrale Moment der Verteilung
und o die zugehorige Standardabweichung. Fiir die Nor-
malverteilung gilt y, = 0. Verteilungen mit v, > 0 heiflen
leptokurtisch, mit v, < 0 hingegen platykurtisch. Vertei-
lungen mit vielen extremen Merkmalswerten sind lepto-
kurtisch.
Fiir allgemeine Wahrscheinlichkeitsverteilungen kann die
Tschebyschow-Ungleichung zur Anwendung gebracht
werden, nach der fiir eine Zufallsgrole X mit endlichem
Erwartungswert u und endlicher Varianz 6 allgemein nur
gilt:

o2
P(lx —u| <¢) Sg—z

Mit &€ = 36 erhilt man, dass Abweichungen |x — p| von
mehr als 3 ¢ mit einer Wahrscheinlichkeit von bis zu
1/9 = 0,11 auftreten konnen. Bei N Messwerten wird
die Wahrscheinlichkeit, dass keine Abweichung {iiber
dem Dreifachen der Standardabweichung auftritt, nach
unten begrenzt durch Py, = exp(—N/9) mit den Werten

N 20 30 40 50
0,108 0,036 0,012 0,004

Prin

Bereits ab 27 Messwerte konnen bei leptokurtischer
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Messabweichungen
zufillige Ausreiller von mehr als 3 ¢ somit wahrscheinli-
cher als 95 % sein! Andererseits verursacht nicht jeder
grobe Fehler einen Ausreifller. Beispiel: Eine Verwechs-
lung von Schrig- und Horizontaldistanz ist zwar ein gro-
ber Fehler, wird jedoch bei topographischen Aufnahmen
im ebenen Gelidnde meist nicht zu extremen Merkmals-
werten fiihren.
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3 Modellierung grober Fehler

Es scheint zunichst, als konnte ein grober Fehler durch

seine (in gewissem Sinne) Nicht-Zufilligkeit keiner Be-

handlung mit Werkzeugen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nungen und Mathematischen Statistik zugefiihrt werden.

Das Gegenteil ist der Fall: Auch das Eintreten eines gro-

ben Fehlers kann unter gewissen Voraussetzungen als zu-

filliges Ereignis aufgefasst werden. Genau genommen
miissen zwei zufillige Ereignisse gleichzeitig eintreten:

1. Ein Messwert wird grob verfilscht. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilung des Messwertes hingt von der Natur
des groben Fehlers ab und kann oft gut durch eine
Gleichverteilung beschrieben werden. Beispiel: Eine
Fehlreflexion bei elektronischer Distanzmessung zu
einem Objekt in der Distanz D durch ein zufillig
zum Zeitpunkt der Messung im Strahlengang befindli-
ches Storobjekt verursacht gleichverteilte grobe Fehler
im Intervall [— D,0].

2. Ein unplausibler Messwert wird wihrend der Messung
oder Datenvorverarbeitung nicht sofort erkannt, z.B.
durch eine automatische Plausibilititspriifung, ver-
bleibt also im Datensatz. BetragsmifBig groB3e grobe
Fehler werden wahrscheinlicher erkannt als kleine.
Sinnvoll sind hier die Laplace-Verteilung oder Normal-
verteilung mit sehr groBer Standardabweichung. Bei-
spiel (Fortsetzung): Ein grober Fehler einer einzelnen
Distanzmessung durch Reflexion an einem Hindernis
im Strahlengang fillt dadurch auf, dass der erhaltene
Messwert zu weit vom visuellen Schétzwert oder Na-
herungswert abweicht. Damit erhélt man grobe Fehler
mit einer im Intervall im Intervall [— D,0] stetig an-
wachsenden Verteilung.

Enthilt ein Messergebnis mit einer Wahrscheinlichkeit p

einen groben Fehler X, der Normalverteilung N(0, 62

mit der Wahrschemhchkelt 1-p trete kein grober Fehfer

auf (also X, = 0), so ergibt fiir die ZufallsgroBe ,,grober

Fehler X, insgesamt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

()

pq)(i) +(1—p) fire>0
Tg

fiir e <0
P(X, <¢) =

® ist die Gausche Fehlerfunktion. Daraus erhilt man die
Verteilungsdichtefunktion

. 32—7[6)&13 <— 2802> + (1 = p)d(e) (3)

Hierbei ist 0 die Dirac-Distribution, die man sich als
Grenzverteilung einer Normalverteilung mit ¢ — 0 vor-
stellen kann. Wegen der Unstetigkeit der Verteilungsfunk-
tion bei € = 0 ist im klassischen Sinn keine Ableitung de-
finiert. Die Dirac-Distribution steht also hier fiir den Fall,
dass kein grober Fehler im Messergebnis enthalten ist.

Nun summieren wir grobe Messabweichungen X, und zu-
fillige Messabweichungen X, der Verteilung N (0,062).

Die Verteilungsdichtefunktion der Summe X, + X, zweier
unabhingiger stetiger Zufallsgrofien wird als Faltung der
einzelnen Verteilungsdichtefunktionen erhalten:

fele) =
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1 (e—¢)\ .,
exp| ———=—=—|de

o,V 21 P ( 20 §
Die Dirac-Distribution ist das neutrale Element der Fal-
tung. Die Faltung zweier Verteilungsdichtefunktionen
der Normalverteilung ist wiederum eine solche. Damit er-
hilt man fiir die Gesamtmessabweichung als Summe gro-
ber und zufilliger Abweichungen folgende Verteilungs-

dichtefunktion:

1 g'? 1 (e—e')? "
——exp|—=— exp|— &
o2 202 gpam T\ 207

00

o) =p|

0 1

+(1 —p)J 5(8’)Umexp(— (8;;/) )ds’ (4)

S (N N W e exp<_82>
2n(c? + a2) 20i+0y)) 0,V2n 20?

Hierbei handelt es sich um eine sogenannte skalenkonta-
minierte Normalverteilung mit verschwindendem Erwar-
tungswert, die Varianz betrigt

ol = p(a? + J§)+(1 —p)af = af+po§
Der Exzess (2) betréagt

__3p(1-p)
nE=a 2
= 4 2p—L4p?
4 2
8 8

und ist offensichtlich positiv, auler wenn keine groben
Fehler auftreten konnen (p = 0) oder alle Messwerte si-
cher grob falsch sind (p = 1). In den relevanten Fillen
ist die Verteilungsdichtefunktion also leptokurtisch.
Eine Alternative zu (4) ist die zusammengesetzte Dichte-
funktion nach Huber (1981):

2
exp <— 222> fiir

c? — 2cle] .
exp| ———) fir |g]>c¢

le| <c

f(e) = C(c,0) (5)

202

C(c,0) ist eine Normierungsfunktion und c ein Parameter,
der zwischen der reinen Laplace-Verteilung ¢ = 0 und der
reinen Normalverteilung ¢ — oo vermittelt. Varianz und
Exzess miissen hier numerisch ermittelt werden.

Fiir entsprechende Wahl der Parameter unterscheiden sich
(4) und (5) nur darin, dass (4) fiir |¢| — oo letztendlich
langsamer abklingt. Abbildung1 veranschaulicht diese
Dichtefunktionen. Die skalenkontaminierte Normalver-
teilung wiirde sich mit dem entsprechend kleinen Parame-
ter p oft besser als die Normalverteilung als Geoditische
Fehlerverteilung eignen. Bekanntlich setzt das klassische
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Abb. 1: Dichtefunktionen der standardisierten Normalver-
teilung (blau) und der Verteilung grober Fehler (3), (rot)
mit p = 0,3; 6, = 3, der kontaminierten Normalverteilung
der Summe (4), (griin) mit p =0,3; o, =1; 63 =3 und
der Huberschen zusammengesetzten Verteilung (5), (violett)
mit ¢ = 1,5.

Gaul3-Markov-Modell (GMM) aber nicht explizit eine
Fehlerverteilung voraus, wonach die Ergebnisse der klas-
sischen Ausgleichung sich durch die Kontaminierung gar
nicht dndern. Die Ursache fiir dieses auf den ersten Blick
tiberraschende Verhalten ist, dass im GMM nur die beste
Losung unter allen linearen Schitzfunktionen gesucht
wird, und die Losung des Data Snooping und anderer
robuster Verfahren nichtlinear von den Eingangsdaten ab-
hingt.

4 Data Snooping bei Messreihen -
Das Verfahren von Nalimov

Zunichst beschranken wir uns auf Messreihen (direkte
Messungen)
X1,X25 -y Xn

wie sie in vielen messenden Disziplinen auftreten. Zu
schitzen ist der wahre Wert der zu messenden Grof3e x.
Enthalten die Messwerte grobe Fehler, so ist fiir n > 2
das arithmetische Mittel x der Messwerte im Allgemeinen
nicht die optimale Schitzung (LEnmaNN 2008). In vielen
Ingenieur- und Naturwissenschaften haben sich Verfahren
entwickelt, die den Geoditischen Verfahren z.T. verwandt
sind:

Verfahren von Nalimov (1963):

1. Wihle eine Irrtumswahrscheinlichkeit o fiir den statisti-
schen Test
2. Berechne das arithmetische Mittel x und die empirische
Standardabweichung sy aller Messwerte Xy, x;...., Xy
. Berechne A = max |x; — X|
. Berechne die TestgroBe T = A/sy
. Falls T einen o-abhédngigen kritischen Wert iiberschrei-
tet, wird der Wert x;, fiir den das Maximum in 3 ange-
nommen wird, aus der Messreihe gestrichen,
n: =n — 1 gesetzt und die Prozedur ab 2 wiederholt.
6. Das arithmetische Mittel der verbleibenden Elemente
der Messreihe ist die gesuchte Schétzung.

[ B SN
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Das Verfahren ist ein Spezialfall des Ausreiflertests nach Pope (1976), denn T
ist proportional zur studentisierten Verbesserung SVin (1b), also mit dem Data
Snooping verwandt. Nach Nalimov wird kein Globaltest durchgefiihrt.

5 Untersuchungen mit der Monte-Carlo-Methode -
Fall 1: Messreihen

Nichtlineare Schitzfunktionen wie die des Data Snooping konnen selten mit
analytischen Methoden untersucht werden. Noch nicht einmal kann fiir die
Schitzfunktion (endgiiltiger Modellparametervektor als Funktion aller Mess-
werte) eine geschlossene analytische Formel angegeben werden, selbst nicht
im einfachsten Fall der Messreihe.

Die Monte-Carlo-Methode ist ein numerisches Verfahren, das in der mathe-
matischen Statistik eingesetzt wird, um Eigenschaften von Stichprobenfunk-
tionen (hier die Schitzfunktionen), die sich analytisch nicht ermitteln lassen,
aus einer grofen Anzahl von pseudozufillig generierten Stichproben genidhert
bestimmen zu konnen. In der Geoditischen Literatur finden sich zahlreiche
Anwendungen (z.B. LEHMANN 1994, KocH 2007, ALKHATIB u.a 2009).

Die Erzeugung skalenkontaminiert normalverteilter Pseudozufallszahlen P ist
problemlos aus zwei standardnormalverteilten Pseudozufallszahlen P,; und
Py, und einer Bernoulli-verteilten Pseudozufallszahl P,(p) moglich, die
sich wiederum leicht aus einer gleichverteilten Pseudozufallszahl generieren
lésst:

P = GZPn1+Gan2Pb(p) (6)

Diese Formel vollzieht auf der Ebene der Pseudozufallszahlen die Generierung
der Messabweichung in der Praxis nach: P,(p) = 1/Py(p) = 0 bedeutet ,,Ein
grober Fehler liegt vor/nicht vor.* 6, Py ist der zufillige Anteil und 64> der
grobe Anteil der Messabweichung. Am Beispiel einer Messreihe mit skalen-
kontaminiert normalverteilten Messabweichungen soll die Wirkung der ein-
schldgigen Methoden untersucht werden. Wir wihlen eine Messreihe mit fol-
genden Eigenschaften:

Anzahl n der Messwerte je Messreihe 10
Verteilung der Messabweichungen identisch skalenkontaminiert
normalverteilt

Anzahl der Monte-Carlo-Experimente 50000 je untersuchtes Szenario

Untersuchte Szenarien des Auftretens wenige viele viele

grober Fehler groBe  groBe kleine keine
Wahrscheinlichkeit p eines

groben Fehlers 0,01 0,1 0,1 0
Verhiltnis der Standardabweichungen

g =0,/0, 10 10 3

Einen Globaltest fithren wir nicht durch, bzw. unterstellen, dass die Hypothese

generell abgelehnt wird. Damit soll vermieden werden, dass die spezielle Wahl

einer Irrtumswahrscheinlichkeit fiir den Globaltest die weiteren Ergebnisse be-
einflusst. Wir vergleichen folgende Methoden bzw. Schitzfunktionen:

1. Das einfache arithmetische Mittel aller 10 Messwerte wird gebildet.

2. Der Messwert mit der groBten Verbesserung max|x; — X| wird unabhingig
von seiner GroBe eliminiert, dann das einfache arithmetische Mittel der rest-
lichen 9 Messwerte gebildet.

3. Aus den restlichen 9 Messwerten wird wieder derjenige mit der gréften Ver-
besserung unabhéngig von seiner Grofe eliminiert, dann das einfache arith-
metische Mittel der restlichen 8 Messwerte gebildet.

4. Aus den restlichen 8 Messwerten wird wieder derjenige mit der grofiten Ver-
besserung unabhiingig von seiner Grofe eliminiert, dann das einfache arith-
metische Mittel der restlichen 7 Messwerte gebildet.

5. Der Median aller 10 Messwerte wird gebildet. Er entspricht der L1-Norm-
Schétzung.

Maximale Stabilitat
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P

6. Es werden so lange Messwerte eliminiert, wie

max (NV;) grofler als 2,0 ist.
7. Es werden so lange Messwerte eliminiert, wie

max (NV;) groBer als 3,0 ist.
8. Es werden so lange Messwerte eliminiert, wie

max (NV;) groBer als 4,0 ist.
9. Es werden so lange Messwerte eliminiert, wie

max (NV;) groBer als 5,0 ist.
AnschlieBend wird in 6-9 jeweils das einfache arithmeti-
sche Mittel der restlichen Messwerte gebildet.
Die Qualitdt der Schitzfunktion x bzw. der Erfolg der
Methoden bemisst sich nach der mittleren quadratischen
Abweichung vom wahren Wert x**" der zu messenden
GroBe:

1 50000

5= 50000 2 [~ )

sy hingt in keinem der 9 Fille von x,YV“h’ ab, denn wiirde

sich xl”.”“h’ andern, so auch alle Messwerte der Reihe i um

denselben Wert und folglich genauso alle %;, so dass alle

Summanden in (7) gleich bleiben (siehe hierzu auch die

Diskussion in den ,,Schlussfolgerungen®). Einzig fiir die

Methode 1 kann die Standardabweichung nach dem Va-

rianzfortpflanzungsgesetz analytisch berechnet werden.

Aus Abbildung 2 kann man folgende Schliisse ziehen:

1. Selbst bei wenigen groben Fehlern — immerhin
(1 —p)"® Messreihen sind frei von groben Fehlern,
das sind hier entweder 90,4 % oder 34,9 % — kann
man von dem generellen (naiven) Streichen des Mess-
wertes mit der groBten normierten Verbesserung im sta-
tistischen Mittel einen Vorteil erwarten. Sind gar keine
groben Fehler vorhanden, dann allerdings nicht.

2. Generell noch einen zweiten Messwert zu streichen ist
nur im Szenario ,,viele grofle grobe Fehler von Vorteil,
ein dritter auch hier nicht mehr.

3. Der Median (Methode 5) ist vor allem bei vielen grof3en
groben Fehlern von Vorteil. Sind keine groben Fehler
vorhanden, dann sollte der Median nicht angewendet
werden.

\
9
= m p=0 (keine groben
3 Fehler)
; | L_ " p=0,1; g=3 (viele
kleine gr. F.)
6 ® p=0,1; =10 (viele
groRe gr. F.)
5
m p=0,01; =10
4 (wenige groRRe gr. F.)
3
2
1
0,0 0,2 04 0,6 08 1,0

Abb. 2: Standardabweichungen s;. in (7) fiir die 9 untersuch-
ten Schitzfunktionen/Methoden und die vier untersuchten
Szenarien
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4. Mit dem Data Snooping (Methode 6 bis 9) werden, falls
grobe Fehler vorhanden sind, die besten Ergebnisse er-
reicht. Ein Optimum erscheint bei einer Schranke von
ca. NVmax =~ 3 zu liegen. Eine Interpolation liefert ein
Minimum fiir die Standardabweichung der Schétzfunk-
tion bei etwa 3,1 bis 3,2.

5. Das Optimum ist bei wenigen groben Fehlern nur rela-
tiv schwach ausgepriigt. Eine genauere Bestimmung
des optimalen NVmax-Wertes ist also entbehrlich.

6. Das Data Snooping fiihrt bei groen groben Fehlern zu
genaueren Ergebnissen als bei kleinen, da diese besser
erkannt werden konnen.

Die besten Ergebnisse der Methode 8 weichen nur wenig

von dem theoretisch besten Ergebnis, wenn genau alle

groben Fehler eliminiert wiirden, ab. (Die Anzahl der gro-
ben Fehler je Messreihe unterliegt einer Binomialvertei-
lung.)

Theoretisch Methode 7
bester Wert (NVmax = 3,0)
Wenige grofle gr. F. 0,318 0,323
Viele grofie gr. F. 0,335 0,359
Viele kleine gr. F. 0,335 0,364
Keine groben Fehler 0,316 0,320

SchlieBlich geben wir noch an, wieviele falsche Entschei-
dungen beim Hypothesentest auf grobe Fehler die einzel-
nen Methoden liefern. Ein grob falscher Messwert ist
durch Py(p) = 1 in (6) gekennzeichnet.

Fehler erster Art:

Ein nicht grob falscher Messwert wird gestrichen. Hier ist
der Anteil bei allen 4 Szenarien etwa gleich und liegt bei

NVmax 5,0 4,0 3,0 2,0
Anteil [%] 0,000 0,008 0,28 4,0

Fehler zweiter Art:
Ein grob falscher Messwert wird nicht gestrichen.

NVmax 5,0 4,0 3,0 2,0
Anteil [%]
Wenige grofie gr. F. 40 32 25 17
Viele grofle gr. F. 41 33 25 18
Viele kleine gr. F. 90 82 69 51

Obwohl bei NVmax = 3,0 noch immer eine betrichtliche
Anzahl grober Fehler im Datensatz verbleibt, sind gerin-
gere NVmax-Werte offenbar ungiinstig, denn die negati-
ven Effekte der steigenden Anzahl von Fehlern erster Art
iiberwiegen im statistischen Mittel den Gewinn.

6 Untersuchungen mit der Monte-Carlo-
Methode - Fall 2: Ausgleichende Gerade

Ein abschlieBendes Beispiel soll die Darlegungen weiter
illustrieren. Wir betrachten den Fall einer ausgleichenden
Gerade

y; =at+b

AVN 2/2010
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p=0,1; =10

(viele groBe gr. F.) P
1,36 \ ~

1,35 \/

3,2 34 3,6

p=0 (keine groben

Abb. 3: relative Standardabwei-
chungen Ssa—“o (blau) und si—"ﬂ (rot) fiir

1,38
\ p=0,01; g=10 N
1,022 (wenige grofle gr. F.) [~ 1,37
1,020
- \\
1,018 133
\/ 1,32
1,016 T T T T ! 1,31
3,2 3,4 3,6 3,8 4 4,2 2,6 2,8
1,25 1,06
p=0,1; ¢=3 105 -
L (viele kleine gr. F.) | ' Fehler)
1,04
1,03 +
1,02
1,01
1,21 T T T T ) 1,00
2,6 2,8 3 3,2 34 3,6 2,6 2,8

die vier untersuchten Szenarien
(Ordinaten) in Abhdngigkeit von
NVmax (Abszissen)

3,2 34 3,6

mit n fehlerfreien dquidistanten Abszissen ¢, der dem Ver-
messungspraktiker etwa von der Kalibrierung elektroni-
scher Distanzmesser bekannt ist. Die Parameter a,b miis-
sen fiir n > 2 ausgeglichen werden.

Wir wihlen eine ausgleichende Gerade mit folgenden
Eigenschaften:

Anzahl n der Messwerte
Verteilung der Mess-
abweichungen

10:t, =1, ... ,t0=10

identisch skalenkontami-
niert normalverteilt
Anzahl der Monte-
Carlo-Experimente 50000 je untersuchtes
Szenario
Untersuchte Szenarien
des Auftretens
grober Fehler
Wahrscheinlichkeit p
eines groben Fehlers
Verhiltnis der Standard-
abweichungen
g =0g/0, 10 10 3

wenige viele viele
grofle grofie kleine keine

001 01 01 O

Indem fiir jeden generierten Datensatz fortlaufend der
Messwert mit der groffiten normierten Verbesserung NV
gestrichen wird, erzeugt man eine Sequenz von Parame-
tervektoren (a, b), die zusammen mit dem jeweils grofiten
NV-Wert in einer Tabelle abgespeichert wird. In dieser Ta-
belle kann man sehr schnell fiir unterschiedliche NVmax-
Werte die zugehorigen Losungen aufsuchen und somit die
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Standardabweichungen der Parameter wie in (7), wobei x
durch a bzw. b ersetzt wird, berechnen. Zur tibersichtli-
chen Darstellung der Ergebnisse in Abbildung 3 beziehen
wir diese Werte auf die entsprechenden Standardabwei-
chungen sz und s;,, die man ohne grobe Fehler (d.h.
p = 0) und ohne Data Snooping (d.h. NVmax — o0) er-
halten hitte.

In diesen Diagrammen erkennt man, dass es fiir p > 0 ein
wohl definiertes Optimum fiir NVmax gibt, welches fiir
beide Modellparameter a,b etwa identisch ist. Es kann
nicht ausgeschlossen werden, dass in bestimmten Model-
len das Optimum fiir die einzelnen Parameter differiert.
Hier muss ein Kompromiss gefunden werden, indem
eine skalare Zielfunktion definiert wird. Das ist nicht ein-
deutig moglich und hingt davon ab, welcher Teil des Aus-
gleichungsmodells in der jeweiligen Anwendung beson-
ders wichtig ist. Diese Zielfunktion konnte im Fall der
ausgleichenden Gerade eine zu pridizierende Ordinate
y(7) oder die in einem interessierenden Intervall [z,, f,]
am ungenauesten pridizierbare Ordinate sein.

Weiter wird deutlich, dass das Optimum von den stoch-
astischen Eigenschaften der Messwerte abhingt. Diese
Eigenschaften miissen also mindestens genihert bekannt
sein, um das richtige Optimum zu erhalten.

Sind grobe Fehler auszuschlieBen, so sollte kein Data
Snooping durchgefiihrt werden, egal wie grof3 die NV-
Werte sind (d.h. NVmax — o0).
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7 Vergleich mit Hekimoglus Verfahren

In (HexmmoGLu 2005) wurde vorgeschlagen, die Zuverlis-

sigkeit des Data Snooping zu steigern, indem alle Ge-

wichte mit einem Faktor k> 1 multipliziert werden.

Als MaB fiir Zuverlidssigkeit gilt die Definition nach He-

kimoglu und Koch (2000). Die Teststatistik des Data

Snooping wird dann um den Faktor groer. Dasselbe hiitte

man erreicht, wenn man die Irrtumswahrscheinlichkeit

entsprechend geindert hitte, so dass NVmax um densel-
ben Faktor kleiner wird. Wie in diesem Beitrag gezeigt
wird, hat die Wahl des NVmax-Wertes natiirlich einen

Einfluss auf die Zuverldssigkeit des Data Snooping. Es

wire Zufall, wenn das Optimum bei k = 1 ldge.

Die Unterschiede zwischen Hekimoglus Verfahren und

der hier vorgeschlagenen Methode liegt darin, dass

1. die mehr oder weniger willkiirliche Wahl einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit entfallt,

2. als Erfolgskriterium nicht die Zuverlissigkeit der Auf-
deckung grober Fehler gilt, diese ist nur Mittel zum
Zweck, sondern die Genauigkeit der letztlich gesuchten
GroBlen (Parameter oder Funktionen derselben), und

3. mit der Monte-Carlo-Methode ein transparentes und
standardisiertes Verfahren eingefiihrt wird, welches
auch dem Praktiker zur Bestimmung seines optimalen
NVmax-Wertes empfohlen werden kann.

8 Rechenaufwand

Ein gewisser Nachteil des NVmax-Optimierungsverfah-
ren kann im Rechenaufwand gesehen werden. Es miissen
mehrere Ausgleichungsberechnungen mit Inversion der
Normalgleichungsmatrix durchgefiihrt werden. Diese én-
dert sich auch stindig, je nachdem, welche Messwerte zu-
vor gestrichen wurden.

Beispiel: 100 Messwerte mit 30 Parametern sollen ausge-
glichen werden. Maximal 5 Messwerte konnen gestrichen
werden, ohne dass eine Neumessung erfolgen muss. Im
ungiinstigsten Fall ergeben sich

100 100 100\ _ 7
() + (") + o (1) 3010

zu invertierende Matrizen der Dimension 30. Mit dem
GauB-Jordan-Verfahren sind dazu je ca. 27000 Gleitkom-
maoperationen notwendig. Bei einem Intel Core i7 Pro-
zessor mit Hyperthreading kann man etwa 33 GFLOPS
erwarten (ViLsBeck 2008), also bendtigt die Inversion
etwa 8-107%27000/(33 - 10°/s) = 65s. Dazu kommen
je Monte-Carlo-Experiment die Generierung von 100
Pseudozufallszahlen und eine Matrix-Vektor-Multiplika-
tion der Matrix-Dimension (100,30), also 6000 Gleitkom-
maoperationen. Falls die Anzahl der Monte-Carlo-Expe-
rimente allgemein nicht héher als in den berechneten Bei-
spielen liegen muss, so kann dieser Rechenaufwand ver-
nachléssigt werden. Unter Ausnutzung von Rechenvortei-
len ldsst sich die Berechnung noch wesentlich beschleu-
nigen.
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9 Schlussfolgerungen

In diesem Beitrag untersuchen wir die Eigenschaften des
iterativen Data Snooping fiir die Ausgleichung grob feh-
lerbehafteter Messwerte. Wir empfehlen dieses Verfahren
fiir Vermessungspraktiker, die sich nicht ndher mit Robu-
sten Ausgleichungsverfahren befassen konnen. Das Ver-
fahren kann mit jeder herkommlichen Ausgleichungssoft-
ware durchgefiihrt werden, wenn diese wenigstens die
Redundanzanteile r; ausgibt, besser noch direkt die nor-
mierten Verbesserungen (1a). Insbesondere auf einen be-
kannten Verteilungstyp von groben Fehlern zugeschnitten
liefern Robuste Ausgleichungsverfahren aber meist besse-
re Ergebnisse.

In der Praxis kann man so vorgehen, dass man fiir sein
funktionales und stochastisches Ausgleichungsmodell
den optimalen NVmax-Wert mit der Monte-Carlo-Metho-
de bestimmt und dann seine Messwerte auf diese Weise
ausgleicht. Die Optimierung kann sogar schon vor der
Messung erfolgen, denn die Messwerte werden dazu
hochstens gendhert benotigt. Man erkennt dies folgender-
maflen: Mit angenommenen wahren Modellparametern
V" und der Designmatrix A werden wahre Messwerte
[Vt — A xVahr erzeugt und mit wahren Messabweichun-
gen ¢ verfilscht. Die Verbesserungen ergeben sich mit der
Redundanzmatrix R zu

v=—R(I™ 4 ¢) = —RAX"™ — Re = —Re

Der erste Summand verschwindet, denn die wahren Werte
erhalten keine Verbesserung, bzw. RA ist die Nullmatrix.
Somit sind die Verbesserungen und die normierten Ver-
besserungen nur von den (hier pseudozufillig erzeugten)
wahren Messabweichungen ¢ abhingig, nicht von den
wahren Messwerten /Y3 selbst.

Weiter werden keine a priori Standardabweichungen und
Irrtumswahrscheinlichkeiten bendtigt, sondern nur ein
GroBenverhiltnis 6, /0, und eine Wahrscheinlichkeit gro-
ber Fehler p. Diese miissen anwendungsspezifisch, z.B.
aus Erfahrungen mit dem Messverfahren, abgeleitet wer-
den. Nach den hier vorliegenden Erkenntnissen miissen
beide Werte nicht besonders genau bekannt sein.

Es ist moglich, auch andere Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen wie die Hubersche Verteilung (5) zu Grunde zu legen.
Die zusitzliche Schwierigkeit besteht nur darin, entspre-
chende Pseudozufallszahlen zu generieren. Mit Standard-
funktionen numerischer Softwarepakete ist das nicht
moglich.

Das Verfahren kann analog fiir studentisierte Verbesserun-
gen (1b) angewendet werden. Auch andere Storparame-
tervektoren konnen entsprechend angesetzt werden. Bei
Transformationen wird man z.B. immer einen kompletten
Anschlusspunkt eliminieren wollen. Ein entsprechendes
Kriterium kann dem NV-Wert analog verwendet werden.
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